Poglavlje 11

HARMONIJSKO
TITRANJE

11.1 Osnovni pojmovi i definicije

Ako neki sustav pomaknemo iz

 — polozaja stabilne ravnoteze, tada sustav
@ nastoji da se vrati u ravnotezni polozaj.
e Na primjer uzmimo kuglicu koja se

a) b)

nalazi u posudi (slika 11.1). Ako kuglicu
Slika 11.1 pomaknemo iz polozaja ravnoteze, ona
¢e se vracati u ravnotezni polozaj, gibati
se u suprotnom smjeru i ponovo vracati u ravnotezni polozaj.

Ovakav tip gibanja nazivamo oscilacijsko gibanje.

Oscilacijsko gibanje je opisano maksimalnom udaljenosé¢u tijela od
ravnoteznog polozaja koje nazivamo amplituda osciliranja i vremenom
potrebnim da se gibanje ponovi - periodom osciliranja. Broj osciliranja
po jedinici vremena nazivamo frekvencijom.

Titranja i njihala Materijalna tocka (sitno tijelo) jednostavno titra
oko polozaja ravnoteze pod utjecajem elasti¢ne ili harmonijske sile. Ta
sila je uvijek usmjerena prema ravnoteznom polozaju i vraca tijelo u
polozaj ravnoteze i ima oblik:

F=—k7 (11.1.1)
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gdje je k— konstanta elasti¢nosti, a @ — elogancija, tj. trenutna udal-
jenost tijela od polozaja ravnoteze. Koristeci II. Newtonov zakon

— 2T
F=mad=m ——
ma =m 72

dolazimo do jednadzbe gibanja harmonijskog oscilatora

7
m-Wij‘-?:O (11.1.2)

koja ima opce rjesenje
T (t) = Asin (wt + )
gdje je A amplituda, (— pocetna faza, a w— kruzna frekvencija.

Veza izmedu kruzne frekvencije i frekvencije, odnosno periodom,
prikazana je izrazom

1
— 9 f =9 —
w w-f T T

gdje je T'— period titranja jednak

m
T=2m, |2
™ %

Definicija 11.1.1 Sitno tijelo (materijalna tocka) mase m objeseno
o mit konstantne duljine i zanemarive teZine nazivamo matematicko
njihalo.

Izvede 1i se tijelo iz polozaja ravnoteze za odredeni kut ¥ i prepusti
samom sebi, ono se njise. Sila koja vraca tijelo u polozaj ravnoteze
iznosi

F = —mgsind
dok za mali kut ¢ vrijedi aproksimacija
F = —mgv

Jednadzba gibanja i rjeSenja za matematicko njihalo jednaki su
jednadzbi gibanja i rjeSenju za jednostavno titranje. Period titranja
matematickog njihala iznosi

T =2m i
g



11.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE 413

gdje je [— duljina niti, a g— akceleracija slobodnog pada.

Idealno ¢vrsta tijela pod djelovanjem vanjskih sila ne mijenjaju
svoj oblik, dok se realna ¢vrsta tijela deformiraju. Ako su deformacije
elasti¢ne, vrijedi Hookeov zakon

oco=FE ¢
gdje je 0 = % napetost, F' sila i S povrsina na koju ta sila djeluje.
Koeficijent proporcionalnosti E' nazivamo Youngov modul elasti¢nosti.
Poseban je slucaj deformacija Stapa ucvrs¢enog na jednom kraju.
Kada na drugom kraju stapa djeluje par sila, moment para sila M P
izazvat Ce torziju

— —
M,=D-9
gdje je D onstanta torzije:

4
D= %-G

N

gdje je G modul torzije, 9 zakret zbog torzije za Stap duljine [ i
polumjera 7.

Kod torzionog njihala (oscilatora) moment para sila uravnotezi se
sa momentom u zici

— —
M,=—M:

—
U trenutku kada prestane djelovati moment para sila M, tijelo se
—
vraca u polozaj ravnoteze pod djelovanjem momenta zice M ;

dzﬁ —
I-W—%D-ﬁzo

Ova je jednadzba u matematickom smislu jednaka (11.1.2) pa je
analogno period torzionog titranja jednak

T
T =2m /=
™D

gdje je I moment inercije tijela s obzirom na os titranja.
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Definicija 11.1.2 Kruto tijelo koje se moZe okretati oko horizontalne
ost koja ne prolazi kroz teziste tijela naziva se fizicko njihalo.

Ako takvo tijelo pomaknemo iz polozaja ravnoteZe i pustimo ono
se njise pod utjecajem momenta tezine. Za male kutove moment tezine
glasi

— —
M=-mg-L-9

gdje je L udaljenost osi rotacije od tezista tijela pa jednadzba gibanja
ima oblik

29 —
I-W—i-mg-L- ¥ =0

i ima isti oblik kao i jednadzba (11.1.2). Period fizickog njihala tada
glasi

Ukupna energija E tijela koje jednostavno titra, tj. harmonijskog
oscilatora je konstantna i jednaka je zbroju kineticke i potencijalne
energije

E=FE,+E :%k-AZ
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11.2 Problemski zadaci

Problem 11.2.1 Zadane su dinamicke jednadzbe gibanja. Koja od
navedenih sila dozvoljava harmonijsko gibanje i zasto?

a) F = —ax,

b) F = az?,

c) F=—ax?+c,

d) F =ax?®+bx +c,
e) F = —ax3.

Odgovor:

To¢an odgovor je pod a) zbog toga sto koristeci II. Newtonov zakon
jedino ta jednadzba daje jednadzbu gibanja harmonjskog oscilatora,
dok druge ne.

Problem 11.2.2 Imamo matematicko njihalo duljine I i perioda T'.
Skratimo i duljinu njihala na ly = é hoce li doci do promjene perioda
1 koliko?

Odgovor:

Skra¢ivanjem duljine njihala dolazi do skra¢ivanja perioda njihanja
1 to za:

T = 2m/—
g
l 4 1]l
T, = 2m /= =2m/L=2m/- /=
g g 4 \g
1 I 1
= = ==.T
1 Mg T2

odakle zaklju¢ujemo da ¢e se period njahala skratiti na polovinu.

Problem 11.2.3 Imamo tri matematicka njthala iste duljine [ na koji
su objesene kugle razlicitih masa (slika 11.2.) i to tako da je mgz >
ma > my. Kako se odnose njihovi periodi njihanja Ty, 1o, T3¢
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Slika 11.2

Odgovor:
Izraz za period njihanja ne ovisi o masi, tako da ¢e period njihanja
biti isti (svakako samo ako zanemarimo otpor zraka).

Problem 11.2.4 Na horizontalnim podlogama se nalaze tri tjela masa
my < mg < mg (slika 11.3.), a podloge su na oprugama istih koefici-
jenata elasticnosti k. Kako se odnose periodi titranja opruga Ty, Tb,
157

mpd R i

Slika 11.3.

Odgovor:
Kako je period opruge zadan izrazom

m
T=2m, |2
™ %

to ¢e za vete mase period biti dulji proporcionalno s drugim korijenom
promjene mase. Zbog toga e se period odnositi kao:

—or. /s —or. /2 —or /M1
T35 =27 i > Th 27 i > 1T 27 i
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Dakle, sustav s ve¢im masama ima vece periode uz istu konstantu
elasti¢nosti opruga.
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11.3 Primjeri

Primjer 11.3.1 Ukupna energija Cestice koja izvodi jednostavno har-
monijsko gibanje perioda 2ms je 0.256 J. Pomak cestice u trenutku s
je 8cm. Izracunajte amplitudu gibanja i masu cestice.

Rjesenje:

Iz izraza za jednostavno harmonijsko gibanje dobiva se vrijednost
amplitude gibanja
27 21 rad

T  2rs s
xz(t) = Asin(wt) = Asin <1%d t>

T . rad w LT 1
m(zs) = 80m—Asm<l—S-—s>Asm(E)A-§
A = 2-8cm=16cm =0.16m

1z izraza za energiju slijedi

Lo 1 5
2kA = 5w A
2F 2-0.256J 0.512J
m = 55 = 3 5 = — = 20kg
wiAT - (112d)%(0.16m)”  0.0256%%

E

Primjer 11.3.2 Cestica ¢ini jednostavno harmonijsko gibanje du? ravne
crte i njezina brzina pri prolasku kroz tocke 1cm 4 2cm od sredista
njezine putanje je 20<* odnosno 10<*. Odredite (a) amplitudu; (b)
vremenski period gibanja.

Rjesenje:
a) Koristeéi izraz za brzinu ¢estice pri harmonijskom titranju koja
povezuje amplitudu i kutnu frekvenciju titranja dobiva se
Vo= A2 — 2

v = wVA?—22=wy/A%2— (1lcm) —20—
ve = wyVA?—22=w\/A%— QCm —10—
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rjeSavanjem sustava jednadzbi

A? — (1em)? = QOL:_Sm — = & +1lem
A2 — (2ecm)? = 100:_? — A% = 10((17:2212—!-4Cm2
100 C;IZI +1em? = 100 C;g + 4cm?
w? w?
402}?21 — 102};;2 = 4cm?®—1lcem?

1 cm? 9

100 /100 d
w2 = — = w= =10 ,1_1Ora
s 52 s

odnosno amplituda je

40022

A% = Tosz—l—lcm2:5cm2
s2

A = V5em

Period titranja je

2m 27 T
=—=—=—-5~0.63
o 10s 1 5> i
Primjer 11.3. 3 Mali malj mase 100g oscilira kao jednostavno nji-
halo, amplztude cm 4 perioda 2s. Odredite brzinu udarca i napetost

niti kada je brzma udarca najveca.

Rjesenje:
Deriviranjem izraza za polozaj harmonijskog titranja dobiva se
izraz za brzinu i njenu maksimalnu vrijednost

x(t) = Asinwt
dx (t
v(t) = "Zi ) = wA cos (wt) = Umax cos (wt)
27r 10 cm m
max A_ A= — m=10— =0.1—
! “ T 2s 0w S S
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U ravnoteznom polozaju tezina malja i napetost djeluju u istom
smjeru pa je ukupna napetost niti jednaka zbroju tezine i centrifugalne
sile na tijelo

va

N:G+Fcf:mg+¥

Duljinu niti moze se izrac¢unati iz izaza za period gibanja

! T2 m (2s)?
T=2m|-—=l=g-— =981—- ~ 0.994
W\/; g 12 9.8 2 a2 0.994 m

odakle uvrstavanjem u izraz za napetost niti slijedi

v2 m (0.12)2
N = Jmax ) — 0 1kg - [9.81= 4~ s/
m<g+ I > 0-lke 19815 + G o0um

— 0.1kg- 9.82;—2 — 0.982N

Primjer 11.3.4 Uleg mase m = 0.2kg wvisi na elasticnom peru ¢ titra
gore-dolje po putanji dugackoj 40 cm. Period titranja iznosi T = 4s.
Ako je u pocetnom trenutku mjerenja uteg u ravnotezZnom poloZaju,
odredite:

a) brzinu i akceleraciju utega u trenutku kad uteg prolazi kroz polozaj
ravnoteze,

b) maksimalnu elasti¢nu silu koja djeluje na uteg,

¢) maksimalnu kineticku energiju utega.

Rjesenje:
Kroz polozaj ravnoteze uteg prolazi u pocetnom trenutku ¢ = 0Os,
pa je:

a) brzina jednaka

B 2rt  2mA 2mt
U = Umax COS T T cos T
_ 2r-02m 2705 o m o g M _ oW
4s 4s S 5 >
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kada uteg prolazi polozajem ravnoteze s = 0 m akceleracija je

a=—w’s= 27 23— 4 s—Om
N N T ™

b) sila je maksimalna u maksimalnoj elongaciji - amplitudi, za

4 2
s = AFpax = —kSmax = —kA = ——;2 mA
An? 2 -2
= —(4 )2 -0.2kg-0.2m = —0.017*N=-9.87-10"*N
S

¢) uteg ima maksimalnu koneticku energiju za v = vyax, Sto prikazano
preko mase, amplitude i perioda iznosi

5 1 1 /omAN? 1 4An?A? 2nPmA?
k,max — 2mvmax = 2m T - 2m T2 T2
272.0.2ke - (0.2m)?
_ T 8 2( ™) 0.00172 ] = 9.87mJ
(4s)

Primjer 11.3.5 Koliki je period titranja cestice koja ima akceleraciju

a = 1.23 u trenutku kada je njezina udaljenost od ravnoteznog polozaja
0.06m?

Rjesenje:

472

Iz izraza za ubrzanje imamo a = T s slijedi

[ A2
T = il 8_27'('\/E
a a

0.06m =T s—1.4s

12% /5

= 27

Primjer 11.3.6 Uteg tezak G1 = 30N wisi o jednom kraju elasticne
opruge i titra s periodom od Ty = 0.5s. Koliko 1znosi konstanta opruge
1 koliki ce biti period titranja utega tezine Ga = 150N koji harmonicki
titra objesen na istu oprugu?
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Rjesenje:
1z izraza za konstantu opruge dobivamo
42 42 472 - 30N N
b 7T27TL _ 7r2G _ T i 30 _ 48000
T %9  (0.5s)°-9.81% m

iz izraza za period titranja 17 = 2m, /% = 0.5s slijedi

Ty, =27 @:277 5—Gl:2w ﬁ-\/g:().5s-\/3:1.128
gk gk gk

$to smo mogli dobiti i uvrstavanjem dobivene vrijednosti za konstantu
opruge

Ty =2, |92 = or 1508 < = 1.12s
gk 9.811%5 - 482.92 %

Primjer 11.3.7 Ura (sat) sa njihalom izraden je tako da period nji-
hala bude T' = 1s kad je ura toéna. Izradena ura zaostaje za pola sata
na dan. Sto treba uraditi s njihalom da ura bude tocna?

Rjesenje:
Kad je sat tocan, period njihala iznosi T' = 1s, pa je duljina tog
njihala jednaka

l_g<£>2_gT2 9813 - (1s)°

= = =0.25

27 472 472 o
ako sat u jednom danu 1d = 24h zostane za pola sata, to je njegov
period

24
T/:ﬁs:1.02s

pa je duljina njihala

2 m 2
g(T") 9.81% - (1.025s)
I'= = = =0.26
472 472 o
kako je duljina njihala kod to¢nog sata jednaka I,njihalo moramo skratiti
za

Al=0'-1=026m—0.25m=0.0lm = 1cm
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Primjer 11.3.8 U mjestu B na ekvatoru Zemlje sat sa njihalom ima
period titranja T, = 1s. Kad sat prenesemo u mjesto A na polu Zemlje,
kolika ¢e biti preciznost tog sata?

Rjesenje:

Na ekvatoru Zemlje ubrzanje slobodnog pada iznosi g = 9.793,
dok na polu iznosi g, = 9.833. Kako je na ekvatoru period titranja
jednak T' = 1s to njihalo ima duljinu

g T2 9.79% - (1s)

l p—
472 472

=0.24798m

pa je period njihala na polu jednak

/ 0.24798 m
Ty = 2m) | - = oy | =5 = 099796

odnosno, za jedan dan ¢e napraviti

86400 s

= 0.99706s _ J0577

perioda, tj. sat ¢e za svaki titraj pokazivati jednu sekundu, odnosno
brzat ¢e za

t' = 86577s — 86400s = 177s = 2min i 57s

Primjer 11.3.9 Na cesticu mase m = 0.15 kg djeluje elasticna sila
¢ija je konstanta k = 18r—1fl 1 ona titra s amplitudom od A = 20 cm.
Izracunagte potencijalnu © kineticku energiju cestice kada je ona udal-
jena od ravnoteinog poloZaja x =5 cm te period titranja.

Rjesenje:
Period titranja elasticnog pera dan je izrazom

/m [0.15 kg
T =2m E:27T @20578

Ukupna energija harmonijskog oscilatora (elasti¢nog pera) je

1 1 . N
Eug=FEp+ E,=-kA?> == .18— (0.2m)? = 0.36 J
2 2 m
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Potencijalna energija u polozaju z = 5 cm jednaka je
1 1 N
E, (z) = =kz? = = - 18— (0.05m)* = 0.0225J = 22.5mJ
2 2 m
pa je kineticka energija jednaka
Eu, — E, () =0.36J — 0.0225J = 0.3375J
Primjer 11.3.10 Masa m ispustena je s visine h na vagu zanemarive
tezine, objesenu na oprugu konstante opruge k. Sudar se moZe sma-
trati potpuno neelasticnim u smislu da se masa zalijept za posudu 1
posuda pocinje oscilirati. Odredite amplitudu oscilacija vage.
Rjesenje:
Neka je xg izduzenje opruge kao posljedica deformacijske energije
koja je jednaka gravitacijskoj potencijalnoj energiji

1
51@9&% = mgh + mgxo

odakle se sredivanjem izraza dobiva

2mg 2mgh

kaO L 0

xf —

Rjesenja kvadratne jedndzbe su

o, =
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Iz izraza se vidi da je ravnotezni polozaj pomjeten za zg = ﬂkg is-
pod pocetnog polozaja. Amplituda oscilacija mjerena od ravnoteznog
polozaja jednaka je

mg\2 2mgh
- [
\/ )T TR
Primjer 11.3.11 Ako cestica izvodi jednostavno harmonijsko gibanje

duz z-0si prema zakonu x = Asin (wt) odredite vjerojatnost dp(x)
pronalaska cestice izmedu x 1 x + dz.

Rjesenje:

Vjerojatnost pronalaska Cestice u nekom intervalu na osi x je pro-
porcionalno vremenu koje ta Cestica provede u tom polozaju, stoga
se moze reci da je vjerojatost inverzno proporcionalna brzini gibanja
Cestice.

dp(z) kK

dzx v

gdje je k za sada neodredena konstanta proporcionalnosti. Koristeci
izraz za brzinu kao funkciju polozaja

v (z) :w\/m

funkciju vjerojatnosti moze se pisati kao

dp (x) k

dz wyV A2 — 2

Treba jos§ odrediti konstantu k. Ona se odreduje normalizacijom dis-
tribucije funkcije vjerojatnosti

A

A
k dx
— — —:1
/dp(:r)d:c UJ/ A2 — x2
~A

Zbog parnosti podintegralne funkcije vrijedi

A

/ dx 2/A 1 J
o ar . dx
Aﬂ/AQ_xz 0 VAZ — 22
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rjeSsavanjem integrala dolazi se do

= arcsin

1 x
————dzx =
/ VA% — g2 VA2
2k T

= — arcsin —

A
ﬁ/ do
WA\/A2—$2 w VA2

A
2k
= — (arcsin 1 — arcsin 0)
w

1
s
dp(z) k B 1
dx wVA2 — 22 A2 — 22

Uocava se, obrnuta proporcionalanost za distribuciju funkcije vjero-
jatnosti u odnosu na amplitudi titranja.

Primjer 11.3.12 Koristeci distribuciju gustoce vjerojatnosti za jed-
nostavni harmonijski oscilator, izracunajte srednju potencijalnu en-
ergiju 1 srednju kineticku energiju tijekom titranja.

Rjesenje:
Koristeti izraz za potencijalnu energiju jednostavnog harmonijskog
oscilatora
1

E, = §kx2

srednju energiju definiramo preko distribucije funkcije vjerojatnosti
kao
i 1 d
— (1, 5 x
—A

Koristeci definiciju polozaja jednostavnog harmonijskog oscilatora kao
zamjenu slijedi

rz = Asina
dr = Acosa da
r = A:Asinaza:g

T = —A:Asinaza:—g
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$to za integral daje

Acosa da

W\/Az — (Asina)?

%k (Asina)? -

S
Il
NL‘\MI#

I

B <kA3> / sin? «cos a dav B <kA3> /Zsin20zcosoz da
2m A? — A2sina? 2m : A1 —sina?

2

%
%
kA? 9 EAZ\ © 1
<2W>/smada <27r> 5 4k:
-3

1 1 a 1 1

.. 92 .

= - —= 2 = — ——.=sin2
sin“ a do /(2 2COS a> do 7~ 3 2sm «

|
N’H\wlﬂ

_ T ( f) _r
4 4) 2
Srednju kineticku energiju dobiva se iz zakona ocuvanja energije
_ - 1 1 1
Ey=FE—E,=-kA* — —kA? = —kA?
g P2 4 4

Primjer 11.3.13 Cilindar mase m moZe se kotrljati po glatkom vodor-
avnom stolu s oprugom konstante opruge k pricvricenom na njega
tako da izvodi jednostavno harminijsko gibanje oko poloZaja ravnoteZe.
Odredite vremenski period oscilacija.

Rjesenje:
Koristeti zakon oc¢uvanja energije

Eu. = E" + E;*" + E, = const.
slijedi

1 1 1
imv2 + 5[@02 + 51@352 = const.
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Moment tromosti cilindra jednak je I = %mR2 $to uz vezu obodne i
kutne brzine w = 5 daje

1 o, 1. 5, 1, 1 o, 11 5 soN2 1,
= SI? 4 ke = = (—) “k
2mv +2w+2x 2mv +2 3 mR I —1—23:
3 1
= Zm02+§k‘x
3 (dz\* 1, ,
= Zm (E) + Qkac = const.

Diferenciranjem izraza dobiva se

3 dx d2 dx
3 d*x
5 ( dt2> +kxr = 0
dt? 3m n
Ovo je diferencijalna jednadzba harmonijskog titranja sa periodom

2k 2 2 3m
2
YT 3m w V2

3m

]

Primjer 11.3.14 Dwa jednostavna njihala duljine 50 cm odnosno 60 cm
vise okomito jedno ispred drugoga. Ako se pokretu istovremeno, odred-
ite vrijeme potrebno da jedan postigne potpuni titraj na drugim.

Rjesenje:
Vremenski periodi njihala su

Ty = 2my4|—
g
!
Ty = 212
g

Neka je vrijeme t u kojem njihala naprave razliku za jedan titraj,
odnosno njihalo veée duljine napravi n titraja, a krace (n + 1) titraja.
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Broj titranja npr. duljeg njihala je

t = (n+1)T1:nT2

1
n+1 2_271- g _ |k
n T L Vi
277\/;
lo lo
n+1l = = .n= ——1|n=1
l1 l1
n = ! = ! = L = 10.482

l 60 1.0954 — 1
\/g_1 \V 50cm !

Potrebno vrijeme je

f— Ty =n-2m |2 = 10.482- 27, | 20 _ 16,9885
g 9.81

%]z

Primjer 11.3.15 Prilikom ispitivanja elasticnog pera odbojnika vagona
djelovanjem sile od F = 10* N, elasti¢no pero odbojnika stisnulo se za
xz = lcm. Kolikom brzinom se gibao vagon koji udara u zid za ispi-
tivanje odbojnika ako se on stisnuo za x' = 20cm. Masa vagona je
m = 20t.

Rjesenje:
Kineticka energija vagona trosi se na sabijanje elasti¢nog pera i
pretvara u njegovu potencijalnu energiju
|

Ey = 5" = E, = %k (:c’)z

gdje je k— konstanta elasti¢nosti pera koju dobivamo iz

F 104N N
Fetr— =Lt 10N _ XN
x lcm m

106N (20 cm)? m
=1.4142—
\/ \/ 20000 kg s

pa je
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Primjer 11.3.16 Tijelo mase m = 50g koje je vezano za kraj opruge
izouceno je iz ravnoteznog polozaja za A = 20 cm silom od ' = 20N
1 pusteno. Izracunajte brzinu i ubrzanje kada je tijelo udaljeno od
ravnoteznog polozaja x = 5cm.

Rjesenje:
Sila potrebna za izvlacenje tijela na eloganciju A je
F 20N N
F=kA=k=—=——=100—
= A 02m 00 m

Jednadzba harmonijskog titranja glasi
x (t) = Asin (wt + @)

no, u trenutku ¢ = 0s tijelo je u maksimalnom otklonu, amplitudi
x = A pa vrijedi

A=Asin(w-0+¢p)=p=

|3

pa je jednadzba gibanja
x (t) = Asin (wt + g) = Acoswt

gdje je

1002 rad
w—\/ ,/0051{ 4472—

Tijelo ¢e biti u trenutku ¢; u polozaju x (t1) = 5cm

1 1 1
x(t1) = Acoswty; = t1 = " arccos% = m arccosz =0.03s

Brzina v je dana izrazom

v(t) = dw()——Awsmwt —Awy/1 — cos? wt
— o JA2 —

= —Aw
pa je u trenutku t;

v(t) = —w\/AZ — 22 () = —8.66I—§
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Ubrzanje a je dano izrazom

dv(t)  d*z(t)

a(t) = e — Aw? coswt
t k
= —AwQ% = —w?z (t) = —Ex(t)
pa je u trenutku t; ubrzanje
k 1008 m
t1) =——x(t1) = — . 0.0bm = —100—;
a(t) =27 (t) =~ 505 ke o 52

Napomena, ubrzanje smo mogli dobiti i iz izraza za silu

F () = ma(t) = —ke () = a(t) = —%x ®)
$to je analogno prethodno dobivenom izrazu preko druge derivacije

polozaja.

Primjer 11.3.17 Tijelo harmonicki titra amplitudom A = 15cm, pri
cemu za T = 28 napravi jednu oscilaciju. Kolika je brzina tijela u
trenutku kada je elongacija jednaka polovini amplitude?

Rjesenje:
Kutna brzina harmonijskog titranja jednaka je

2 27 1
W=—=—=7S8
T 2s
1z jednadzbe gibanja harmonijskog oscilatora, uz pocetne uvjete xr = A
za t = 0s imamo

x(t) = Acoswt

Vrijeme kada je x = é iznosi
; 1 1 1
= —arccos— = —s
3w 2 3

gdje je dovoljno uzeti jedno od 4 moguéa rjesenja (zbog simetrije
gibanja). Brzina tijela odredena je izrazom

_de (1)
- dt

= —Awsinwt

v (t)
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pa je u trenutku ¢ 1 iznos brzine
m
v (tl> = Awsinwti = 0.41—
2 2 S

Napomena: sva preostala rjesenja imaju isti iznos brzine, dva puta
prema ravnoteznom polozaju i dva puta od ravnoteznog polozaja, za
pozitivnu i negativnu vrijednost amplitude.

Primjer 11.3.18 Tijelo mase m = 0.2kg nalazi se na horizontalnoj
podlozi i vezano je za oprugu konstante elasticnosti k = 5%. Ti-
jelo izvucemo za so = 0.1m wudesno od ravnotezZnog poloZaja i damo
mu udesno potetnu brzinu vo = 142, Izracunagte: period, frekvenciju,
kutnu frekvenciju, ukupnu energiju tirtranja, amplitudu i pocetnu fazu.
Napisite izraz za elongaciju, brzinu © akceleraciju u ovisnosti o vre-
menu. U kojem trenutku vremena tijelo dolazi u polozaj s = 0.2m?
Kolika mu je tada brzina i akceleracija? Gubitke zbog trenja zanemar-
iti.

Rjesenje:
Period dobivamo iz izraza

T —om |7 —on [92E8 _ 1 o6
V% \| 5

frekvencija je inverzna veli¢ina periodu

1 1 .

Kutna brzna jednaka je

|

w=2rf=2r-08s"} = 5&;

Ukupnu energiju dobijemo kao zbroj kineticke i potencijalne en-
ergije u po¢etnom trenutku
1
2

Amplitudu titranja mozemo dobiti iz izraza za ukupnu energiju, koja
je kod neprigusenog titranja konstantna. 1z izraza

m\ 2

1 | 1 _N
E= mvg+§k3%:§-0.2kg-(l—s) +5°5—(0.1m)” = 0125

1
E = -kA*
Sk
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dobivamo

[2F [2-0.125J

Jednadzba za eloganciju glasi

s (t) = Asin (wt + )

pa je u trenutku £ = 0s, pocetna elongacija

50
sin

12

Asin(w-0+¢) = Asingp

so  0.Im
A 022m 0.45

arcsin 0.45 = 0.46rad = 26.56°

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti za A, p,w dobivamo pomak
kao funkciju vremena

s(t) = Asin (wt + ¢) = 0.22m - sin (5t 4 0.46)

gdje je kutna brzina i faza izrazena u radijanima. Izrazi za brzinu i
akceleraciju kao funkcije vremena se dobivaju

ds(t) _ Aw cos (wt + ¢)

dt

0.22m - 5%“‘1 - cos (5t + 0.46)

1. 12 cos (5t + 0.46) I—;‘
do (t
% = — Aw? sin (wt + )

d 2
—0.22m - (5%) - sin (5t + 0.46)

—5.59sin (5¢ + 0.46) S—H;

te trenutak ¢’ kada je s = 0.2m dobivamo iz

S (t/)
0.2m

0.22m
t/

Asin (wt' +¢) = 0.22m - sin (5t 4 0.46) = 0.2m
0.89 = sin (5t’ + 0.46)

1
B (arcsin 0.89 — 0.46) = 0.13s
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Primjer 11.3.19 Izracunajte izvrseni rad pri istezanju elasti¢nog pera
sa dulyine Iy = 50cm do lo = 56cm ako je ravnoteini poloZaj u
lo = 40cm. Iznos konstante opruge je k = 120%. Zadatak rijesiti
preko srednje sile i integralnim nacinom.

Rjesenje:

Kod elasti¢nog pera sila je proporcionalna udaljenosti kraja opruge
od svog ravnoteznog polozaja F' = ks, gdje je s; = lp — [;. Srednja sila
jednaka je srednjoj vrijednosti pocetne i konacne sile. Tada je izvrseni
rad

— 1 1
A = F'AS:§(F1+F2)<82—81):é[ksz—k31]'(82—81)
k

120&
= 3 (s% — s%) = % . [(16 cm)? — (10cm)2} =0.94J

Integralnom metodom imamo
S2 S2 S2 i i
A= /Fds = /ksds = k:/sds = 552 5=5 (s5—s7) =0.94]
S1 S1 S1

Primjer 11.3.20 Horizontalna elasticna opruga sabijena je od svog
ravnoteznog polozaja za x = 10cm kockom mase m = 0.4kg a zatim
pustena da odbaci kocku u horizontalnom pravcu. Pri tome kocka klizi
po horizontalnoj ravnini © zaustavi se nakon s = 0.5m. Izracunajle
koeficijent trenja p izmedu kocke i ravnine. Konstanta opruge iznosi
k= 80%. Masu opruge zanemarite.

Rjesenje:
Prilikom sabijanja opruge tijelo dobiva potencijalnu energiju koja
iznosi

1
Ep = §k’$2

Kada se opruga pusti ona ¢e odbaciti kocku u horizontalnom pravcu.
Zbog postojanja sile trenja izmedu kocke i podloge, kocka ¢e se zaus-
taviti kada se njena cjelokupna energija utrosi na rad protiv sile trenja.
Taj rad sile trenja iznosi

VVtT’ = Ftrs = pmgs
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Izjednacavanjem ovih energija dobivamo

1
3 kx? = pmgs

k? 80X . (10 cm)?

2mgs  2-0.4kg-9.815-0.5m

/_L:

Primjer 11.3.21 Na vertikalno postavljenu oprugu duljine lg u trenutku
to = 0s stavimo predmet mase m i sustav pocinje titrati pocetnom brzi-
nom vg = 0%. Odredite elongaciju kao funkciju vremena.

Rjesenje:
Jednadzba gibanja sustava glasi:

ZFi = —ks+ Fy=ma=ms
i
F
§+—s = =2
m m

2 — % dobivamo § + w?s = £

koristeci izraz w s

Dobivena jednadzba je nehomogena diferencijalna jednadzba dru-
gog reda. Opce rjesenje ove jednadzbe dobivamo tako da se opéem
rjesenju homogene jednadzbe pribroji jedno od partikularnih rjesenja
nehomogene jednadzbe. Opée rjesenje homogene jednadzbe § + w?s =
0, tj. jednadzbe jednostavnog harmonijskog oscilatora glasi:

s (t) = Acos (wot + ¢)
a partikularno rjesenje nehomogene jednadzbe glasi

Foy
s =—5
mw%

pa je opce rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe

Fo
t)y=A t —
s(t) cos (wo —i—cp)—i-mw%
odnosno funkcija brzine je
ds (t
() =58 = 28 _ 4o sin (wot + )

dt
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Iz pocetnih uvjeta zadatka t = 0s, s = 0m, § = 0 dobivamo

E F
s(0) = Acos(w0-0+<,0)+—02 :Acoscp+—02 =0
mwg mwg
5(0) = —Awgsin(wp-0+¢)=0
odnosno za
Fi
mwg
pa je jednadzba elongacije
F E E
s(t) = ——02 cos wot + —02 = —02 (1 — coswot)
mwg mwg  mwj

Postavimo i ishodiste koordinate x u polozaj

(E:S——2
mwy

dobili bi jednadzbu

Fi
z(t) = ——02 cos wot
mwg

§to je jednostavno harmonicko titranje.

Primjer 11.3.22 Odredite ophodno vrijeme (period) konusnog njihala
duljine [ = 0.3m, kojemu nit pri gibanju zatvara s vertikalnom osi kut
a =30°. (slika 11.4.)

Rjesenje:

Konusno njihalo je sitno tijelo (ma-
terijalna tocka) na niti konstantne duljine
koja, stavljena u gibanje u horizontalnoj
ravnini opisuje kruznicu polumjera

r=I[sin«

pri ¢emu na tiéjelo djeluju: centripetalna
sila Fp, = =, tezina tijela G = mg i
napetost niti V. Iz slike dobivamo:

mu? mu? Slika 11.4.

F.f =mgtana = — = —
T [sin o
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odakle je

9 mgtana sin?

v? = ——Isina = gl
m

COS

odnosno brzina

[ gl .
v= I sina
cos o

pa iz izraza za period T i brzinu v imamo

2mr 27l sin o [ ]2 lcosa
cosa SN & cos
5 0.3m - cos § 102
= — —1.02s
"\ o8

437

Uoc¢imo da iz izraza za konusno njihalo, za male kutove a =~ 0 dobi-

vamo izraz za matematicko njihalo

T =27 i
g

(jer je cosa =~ 1, kada je a = 0).

Primjer 11.3.23 Kugla polumjera R = 10cm objesena je na nite
duljine | = 50 cm i njise se malim amplitudama. Izracunajte period tog
fizickog mjihala. Aproksimirajte kuglu materijalnom tockom i izracu-
najte period smatrajuci njihalo matematickim te usporedite dobivene

rezultate.

Rjesenje:
Period fizickog njihala racunamo po formuli
I

T=2m| ——=
m mg L

Moment tromosti kugle s obzirom na os koja prolazi kroz centar mase
jednak je I = %mRQ, te je prema Steinerovom poucku, moment tro-

mosti s obzirom na os oko koje njise njihalo

2
I:kM+m¥:5mW+ma+RP
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odakle dobivamo period

=2
mg (I + R) T g

2 R?2

0.1m
0.5m+0.1m + 505(m+0)1m —1.565
9813 ‘

= 27
Smatramo li njihalo matematickim period je
=27 . =1.55s

Odavdje mozemo zakljuciti da za [ > R kugla polumjera R ob-
jeSena na niti duljine [ moze doista dobro aproksimirati matematicko
njihalo, tim bolje §to je lf—; manje. U naSem je slucaju relativna
pogreska sam

T—-T 1.56s—1.55s
A: = = U. = U.
T T 565 0.0055 = 0.55%

Primjer 11.3.24 Tanki homogeni Stap mase M i duljine L njise se na
jednom svom kraju kao fizicko njihalo (vidi sliku????). S obzirom da je
moment tromosti jednolikog Stapa oko jednog kraja I = 1M L2, izvedite
jednadzbu za period oscilatornog gibanja za male kutove. Kolika bi bila
duljina | jednostavnog njihala koji ima isti period kao njihajuéi Stap?

Rjesenje:
%

Slika 11.5.
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Uzmajuéi u obzir jednadzbu za moment tromosti stapa I = %M L?
i udaljenost tocke rotacije od centra mase D = % slijedi

d’a  MgD 0
dt? 1
L
d2_a Mg'fa )
> IML?
d’>a  3g
P A
odakle je
S o= B9 39
2L 2L
poo w2, i
w 3g 3g

Usporedujuci sa izrazom za period jednostavnog njihala 7' = 27r\/%

slijedi da je reducirana duljina ovog fizickog njihala jednaka [ = %L.

Primjer 11.3.25 Izracunajte kruznu frekvenciju titrajnog sustava koji

se sastoji od materijalne totke mase m i triju opruga spojenih kao na
slici (slika 11.5.)

Rjesenje:
Opruge konstanti k1 i ko spojene su serijski, pa
ky je ekvivalentna konstanta &’ jednaka
k 11,1 _kth
k> Ko ko ke kike
p_ kb
i k1 + ke
k3 3 Sustav prikazan na slici mozemo zamijeniti ekviva-
lentnim sustavom. Opruge s konstantama &' i k3
a ) b ) spojene su paralelno pa je ekvivalentna konstanta
Slika 11.5. kik kiko 4 ko (k1 + k
b= i kg = 202 g 2 + k3 (k1 + k2)

k1 + ko 3 ki1 + ko
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Ovaj sustav razmatramo kao materijalnu tocku
mase m na opruzi konstante k. Kruzna frekvencija
je onda

o / k1ko + k3 (k1 + ko)
m (k1 + k2)

Primjer 11.3.26 Predmet mase m = 1kg vezan je dvjema jednakim
oprugama tako da moZe kliziti horizontalnom ravninom. Konstanta
opruge iznosi k = 50%, a koeficijent trenja klizanja izmedu tijela i pod-
loge iznosi p = 0.2. Pomaknimo tijelo iz poloZaja ravnoteze (s = 0m)
za sg = 10cm 4 pustimo da titra s pocetnom brzinom jednakom nula.
Odredite elongaciju tijela nakon prvog perioda? (slika 11.6.)

Rjesenje:

Za vrijeme 0 < t < % tijelo se giba k k
s desna na lijevo i pri tome na njega |
djeluju sile jedne i druge opruge nali- \§
jevo (ks + ks = 2ks) i sila trenja nadesno Slika 11.6.

(suprotno gibanju tijela) (umg).
Jednadzba gibanja glasi:

ms = —2ks+ umg
54 w%s = ug
gdje je
2k 2503
wi="== m — 1008 2 = wo = 105!

m 1kg
Rjesenje ove nehomogene diferencijalne jednadzbe drugog reda je

s(t) = Acos (wot + ) + Zg

0

Konstante A i ¢ odredujemo iz pocetnih uvjeta:

t=0s; 5(0) = s =0.1m; 3'(0):0—?
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odakle dobivamo jednadzbe

s(t) = Acos(wot—l—go)—l—%
0
8(0) = ACOS(Wo-O—I—go)—I—'u—g:Acos<p+u—'g:30
Wo W
5(t) = —Awpsin(wot + @)
$(0) :<ﬁMmem0+@:O%::¢:0
A = s —’u—g
wo

pa je elongacija u tom vremenskom intervalu

Hg Hg
t) = —= t+ =2
s(t) <so w%) cos wot + 2
0.2-9.81% 0.2-9.81%
— 1m— — " s 1 T T s?
s(t) <0 m 100 =2 >cos( 0t) + 10052
s(t) = 0.08038mecos (10¢) + 0.01962m
U trenutku
2
T oo m T
/ = —_— = ﬂ = —= — = = 1
T T I TR
elongacija iznosi
1y Ky 219
s(t') = <so—w—(2]>cos7r+w—%——50+w—%
2-0.2-9.813%
= —0lm+—F—"—==-0.06m

10052

U tom trenutku tijelo se zaustavi i po¢ne vrac¢ati nadesno. Sada se
promijeni smjer sile trenja i jednadzba gibanja glasi

ms§ = —2ks; — umg
S1+wist = —ug

Rjesenje ove jednadzbe je elongacija s’

s1(t) = Ajcos(wot+ ) — ’u—‘g
“o
) dsy (t .
$1(t) = s1 (¢) = —Ajwo sin (wot + ¢1)

dt
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pa iz uvjeta

2
si(t) = s(t')=—so+ ng
Wo
m
51( ) S ¥1
2 3
Sl(t,) = AlCOSW—M—‘g:—So—I—ng:}Alzso_LZg
dobivamo
3
s1(t) = (So - Lf) cos (wot) — ’u—g
wh wi

U trenutku perioda t” = T elangacija iznosi

3
s1(T) = <so — %) cos (woT') — %
0 0

3 2
= (0= 2 os () - 4
o wo o

3 3 4
) Wo wWo Wo Wo
4-0.2-9.813

10052 =0.02m = 2.2cm

= 0.1lm-—
Primjer 11.3.27 Izracunajte period titranja malene kuglice prema slici
11.7. ako su h =50m, o = 45° i B = 30°. Zanemarite rotacijsku en-
ergiju kuglice, gubitak energije pri udaru u kutu i trenje.

Rjesenje:

Iz zakona o ocuvanju energije
proizilazi da je visina s koje kuglica
krene h jednaka visini na koju ¢e se
kuglica popeti b’ (to vrijedi jer smo
zanemarili sve gubitke energije), a
iz trigonometrijskih odnosa dobi- Slika 11.7.

vamo

2
81 = — = —at
sin o 21

gdje je a = gsina, a t; vrijeme potrebno da kuglica dode u tocku C.
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Dakle
h 1 2
= — n o
sin «v 29 1
pa je
9 2h 2h 1
gsin“ o g sina

sliéno imamo i za drugu stranu

' h 1

52 snfB  sng 22
h 1, .
— gt
sin 3 59t2sin 8

B o= 2y, P
2 gsin?p 2 g sinf8

pa je ukupni period titranja, odnosno vrijeme potrebno da se kuglica
prati na pocetni polozaj, jednako

[2h 1 2h 1
2(t1—|—t2):2( — + [ —= )
g sino g sin

2h< 1 1 )
= /— | —+=
g \sina sinf

N 2-50m< 1 n 1 >—21.88

m in & in I
9.81S2 siny  sing

T

Primjer 11.3.28 Pretpostavimo da je duZ osi vrtnje Zemlje prokopan
tunel s jednog kraja Zemlje na drugi. Blizu Zemljine povrgine duZ
meridijana prolazi putanja satelita. Tijelo pocinge slobodno padati kroz
tunel u trenutku kada se satelit nalazi iznad otvora tunela. Sto ¢e prije
sti¢i do drugog kraja tunela, tijelo ili satelit?

Rjesenje:

Na udaljenosti r od sredista Zemlje na tijelo mase m djeluje grav-
itacijska sila
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gdje je Mimasa Zemlje unutar kugle polumjera r pa je

4 3
M1 ?pzr B 7“3

uz M, masu Zemlje i R, polumjer Zemlje. Gravitacijska sila je onda
proporcionalna udaljenosti od sredista Zemlje

— mM, _,

F=—x E

Tijelo harmonijski titra u odnosu prema sredistu Zemlje, s peri-
odom

=1 mM, _, — m,
m m R3
T = 2my/— =21 |—— =27 =

Za satelit koji se giba blizu povrsine Zemlje, gravitacijska sila mora
biti jednaka centrifugalnoj sili

4m2mR mM.
_ 2 _ z z
F.p=mwR, = 2 =773

z

odavde je ophodno vrijeme satelita

Ar’mR R3
Ty — %:% Az
i 7

Tijelo i satelit ¢e istovremeno sti¢i do drugog kraja tunela, jer je 77 =
Ts.

Primjer 11.3.29 Gustoca tekuéine povecava se linearno s dubinom,
tako da je na povrsini gustoca tekucine py, a na dubini d je 2py. Koliki
su period titranja i amplituda kuglice gustoce 2p ispustene na dubini
g s pocetnom brzinom vo = 0<% . Trenje kuglice zanemarite.
Rjesenje:
Ovisnost gustoce tekucine p o dubini x mozemo zadati relacijom

p(x)=ax+0b
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gdje se a i b odreduju iz pocetnih uvjeta

p(0) = pyp=a-0+b=0>

p(d) = 2p0:ad+b:ad+p0:>a:%
P x
p(x) = EOerpo—po(EH)

Sila F' koja djeluje na kuglicu volumena V' gustoce p, = 1.1py, na
dubini x jednaka je razlici tezine i sile uzgona
F o= G-U=mg—pVg=p,Vg—p(x)Vyg
= Vglox —p(2)]
Primjenom dobivene relacije za gustotu tekucine imamo

P e oo (5 4m)] - Vom 1

= T (g g)

odnosno

d’x d’x A’z Vgp,
map = PVgE = Ve =y [ 9)
d’x g
22— Ld—
dt? 244~

Uvodenjem supstitucije

y = d—=z
dy dr d?y d’x

at Tt de T ae
za jednadzbu gibanja u novom sustavu dobivamo
Ty _ g
az ~ 24"
—2 4Ly =0

Ovo je jednadzba neprigusenog harmonijskog titranja pa je kruzna
frekvencija jednaka
w= /<

2d



446 POGLAVLJE 11. HARMONIJSKO TITRANJE

a period titranja

T:2—7r:27r 2—d
w g

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe glasi

y(t) = Asin(wt+ @)
y(t) = Awcos(wt+ @)

gdje se A i ¢ odreduju iz rubnih uvjeta. Rubni uvjeti su

d d d
z(0) = 3=y(0)=d-z(0)=d-5 =3
#(0) = 0=§(0)=0
1z
y(0) =0
y(0) = —chos(w-0+cp):—choscp:0:>(p:g
d
y(0) = )
. s .o d d
y(0) = Asin(w-0+7)=AsinZ =5 —=A="

Primjer 11.3.30 Titrajni sustav sastoji se od homogenog diska mase
m1 = bkg i polumjera r koji se moZe okretati oko horizontalne osi,
opruge konstante k = 100% i utega mase mg = 3kg. (slika 11.8.)
Kolika je kruina frekvencija sustava ako sustav harmonijski titra? Sva
trenja zanemariti?

Rjesenje:
Kineticka energija sustava je

1 1
Ek = EZT + E]Z()t = §m2?)2 + 5
1 1
= §m252 + 5[@2
Za homogeni disk je
1 Slika 11.8.
I = —m17“2

2
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i veza izmedu veli¢ina rotacije i translacije
je s =ry, te § = rp pa uvrStavanjem dobivamo

1 11
b, = §m28'2+§-§m1r2-§02
1 +1 9 1 +1 9.9
= —(ma+-my | =< (ma+-m|r
5 2T 5 5 2T 5 ¥

Elasti¢na potencijalna energija iznosi

1
Ep = 5]{752

pa je maksimalna potencijalna energija u polozaju amplitude

(Ep)max = %kAQ

jednaka maksimalnoj kinetickoj energiji kad je sustav u polozaju
ravnoteze

1 1 .
(Ek) max 5 <m2 + §m1> r’og
1 1
_ = - A2 2
5 <m2 + 2m1> w
1 1 1
5]6142 = 5 <m2 + §m1> A2w2
pa je

W = # _ 49654
mo + 5M1 S
1 k 1 100X
= 2o — = [ —— B =0.68s"
2r 2w\l ma+5m1 2w\ 3kg+ 55kg

Primjer 11.3.31 Torziono se njthalo sastoji od homogenog diska mase
m = 0.5kg i polumjera rq = 0.05m, koji visi na celicnoj Zici duljine
[ =5m i promjerad; = 2mm. (slika 11.9.) Modul torzije ¢elika iznosi
G = 70G Pa. Kolika je konstanta torzije Zice i period njihala?
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Rjesenje:
Moment elasti¢nih sila u Zici proporcionalan
je kutu ¢ za koji se disk zakrene.

gdje je D konstanta torzije ovisna o materijalu i
dimenzijama zice. Modul smicanja G je konstanta
koja ovisi samo o elasticnim svojstvima materi-
jala. Torzija zice ili stapa poseban je primjer smi-
canja. Kut torzije ¢ proporcionalan je momentu

C 1 s Slika 11.9.
(para) vanjskih sila M,,.
R
LNE mrd

gdje je [ duljina Zice, a 7z polumjer poprecnog presjeka zice. Konstantu
torzije dobivamo iz veze izmedu konstante torzije i modula torzije

7TT'4 WT;’C

b= Srt=757¢
(1073 m)*
%-7-101‘)%:0.021\11](1

Kako je moment inercije homogenog diska [ = %mrz za period titranja
dobivamo

|2
T = 27”/i d

_ WM_MS

2-0.02N

Primjer 11.3.32 Kolika mora biti duljina niti o koju je objesena kuglica
ciji je promjer di = 4cm, da bismo pri odredivanju perioda malih
titranga kuglicu s niti mogli smatrati matematickim njihalom, pri cemu
je dopusteno odstupangje od 1% u aproksimaciji matematickog njihala.

Rjesenje:
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Period titranja matematickog njihala 77 = 27r\/% , dok je period
titranja fizickog njihala T = 2w, /migl. Moment inercije kuglice je

prema Steinerovu poucku

2 22
I:Icm+md2:gmr2+ml2:m12 [1+5—H

gdje je l = L+, pri cemu je L duljina niti, a r = d—21 polumjer kuglice.
Period titranja fizickog njihala je

mi2 [1+ 27|
T, = 2\ ——
mgl
, L1+ %]
= T ———
g
! 2r2
— om L/l
W\/; +5l2
2r2
= Ti\/1+—
! 512

Dopustena pogreska je

_ T J1+22 -7y 2
A = T TI: s = 1+2L_1
Ty Ty 512

272
2 —_ -
(A+1)* = 1+ HE

r - @[@H)m}

Uz uvjet da je dopustena pogreska manja od 1% vrijedi

% < \/g [(0.01 +1)2 - 1] = 0.22
T 0.02m

odnosno duljina niti L

L=0l—r>9cm—2cm ="7cm
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Primjer 11.3.33 Fizicko se njihalo u obliku diska, promgjera r, njise
oko horizontalne osi okomite na disk, koja prolazi na udaljenosti | od
sredista diska. (slika 11.10.). Koliki je period njihala ako je:

a)l=r?

b)l>r?

¢) Kolika bi trebala biti udaljenost | da bi period njihala bio mini-
malan?

Rjesenje:

Iz perioda fizickog njihala T' = 27 migl’ te \
izraza za moment tromosti homogenog diska I =
%mrQ i Steinerova poucka

I=1.,+md*= %mr2 +ml? = % (7“2 + 212)

dobivamo

T —9n B (r? +2102) _ o r2 + 202
n mgl n 2gl

a)l:r:>T:27r,/—+—rzzgar2 :27r’/§—;
b)l>>7’:>T:27r1/%%27r é

¢) Period za njihalo je minimalan, ako izraz za

period u ovisnosti o duljini ! zadovoljava uvjet Slika 11.10.
dr
= 0
dl
dr d [r2+202 1 24l d (r?+2?
— = 27— =27 |\ | 5——= =
dl dl 24l 2V r2422 dl 2gl
29l 20 —r?
= v g " = O

r2 4202 292
Ovaj izraz je jednak nuli kada je [ = 0, §to nije fizikalno rjesenje za
zadani problem, a drugo rjesenje je

_ V2

l
2
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Primjer 11.3.34 Na jednodimenzionalni harmonijski oscilator kruZne
frekvencije wy djeluje na masu m u konaénom vremenskom intervalu
7 konstantna vanjska sila F. Odredite amplitudu titranja nakon Sto
je vangska sila prestala djelovati, ako je uw pocetnom trenutku t = 0,
polozaj x = 0m i brzina vo = 0.

Rjesenje:

Jednadzba gibanja harmonijskog oscilatora u vremenu 0 < ¢t < 7
je
d*x

Uvrstavajuéi izraz za nesmetani harmonijski oscilator w3 = £ dobi-
vamo

dz—x—i-uJQac—E
dt? T m

Rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe

d?z
W + w%x =0

glasi
xp (t) = Ay sinwot + By coswot

a partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe je

F
T = ——=
p 2
mwy

pa je ukupno rjesenje jednako

F
w1 (t) = Ajsinwet + Bycoswot +—
mwy
(%] (t) = i‘l (t) = Alwo COS W()t — BlcU() sin wot

Pocetni (ili rubni) uvjeti glase
z1(0) = Om
. m
U1 (0) = I (0) = O_S
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odakle slijedi

F F
z1(0) = Alsin(wo-O)—i-Blcos(wo-O)—i—m—w%:Bl—i-m—w%:O
F
Bo=
0
i‘l(t) = A1WQCOS(w0'O)—BlcU()Sin(wo'O):Alwozo
A1 = 0

pa je u vremenu 0 <t < 7 elongacija opisana izrazom

F F
x(t) = Blcoswot+W:—Wcoswgt+W
0 0 0

F

= - coswot — 1

] (SO0t = 1)

Buduéi da je vanjska sila prestala djelovati, tj. za t > 7 jednadzba
gibanja je
da

pTe) —i—w%x =0

Cije rjeSenje je
x9 (t) = Ay sinwgt + B cos wot

Kako funkcije x (t) i ﬂdtﬁ moraju biti neprekidne funkcije, u trenutku
t = 7 vrijedi

I (T) = X2 (T)
d.%‘l (T) _ d(EQ (7‘)
dt dt

$to daje sustav jednadzbi iz kojih odredujemo konstante As i Boy

F .
——— (coswor — 1) = AgsinweT + BacoswoT
mw
0

F
2
mws

sinwgr = AswgcoswyT — Bawg sinwgTt
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Cije rjeSenje je

Ay = 5 SinwoT
mwg
F
By, = (coswor — 1)
2
mw§

pa je amplituda titranja

F 2F . WoT
A=/A%+B:= m—w%\/2(1 — COSWQT) = - sin —~

Primjer 11.3.35 Amplituda harmonijskog oscilatora u sredstvu s ot-
porom smanji se od pocetne vrijednosti nakon n titraja za faktor %
Odredite omjer perioda titranja T-tog oscilatora, prema periodu Ty koji
bi imao 1sti oscilator kada bi otpor zanemarili.

Rjesenje:
Amplituda titranja zadana je izrazom A = Age %, gdje je Ag am-
plituda titranja u pocetnom trenutku. Nakon n titraja amplituda
A, = Age™?
1

pa je vrijeme potrebno za n titraja ¢ = 5. Za kruznu frekvenciju
prigusenog titranja vrijedi

w= /w2 —§?
\V “o

pa je period

potm__ 2m
w k 2
ks

Kako je period titranja T' = % = % = %’T pri ¢emu je konstanta

i _ 27
71,5 o % 52
5—52 = Ax’n?5?
m
k
= —m
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pa je omjer perioda titranja uz w% = %

2

T e wo B wo

27 - - -
To W e e & k({1
mn m  1+4m2n2 m 1+472n2

wo 1+ 472n2 \/ 1
pr— p— 1 —
\/ 4A2n2 + 4m2n2

4m2n?2
Wo < 1—&-47r2n2

Za veliki broj titraja m izraz mozemo razviti u Taylorov red pa je
trazeni izraz omjera perioda

T 1

~
~

T + 8m2n?2
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11.4 Zadatci

Problem 11.4.1 Klip motora automobila ima hod 55.5mm i masu
360g. Uz pretpostavku da gibanje klipa u cilindru motora moZemo
aproksimirati jednostavnim harmonijskim titranjem, kolika je maksi-
malna brzina @ akceleracija klipa pri vrtngi motora s 3000% ? Kolika
je pritom maksimalna sila na klip?

Rezultat: vy, = 8.7, am = 2.745—“21, m = 985 N.

Problem 11.4.2 Tijelo mase m objeseno o spiralnu oprugu uzrokuje
produljenje opruge 4cm. Koliko titraja napravi to tijelo w 60s kad ga
se pobudi na vertikalno harmonijsko titranje?

Rezultat: n = 150 titraja.

Problem 11.4.3 Nerastegnuta opruga duljine L pricvriéena je u hor-
1zontalnom poloZaju na oba kraja, a zatim prerezana na %. Na tom je
mjestu pricvriceno tijelo (za obakraja opruge) pomaknuto iz poloZaja
ravnoteze i ostavljeno da titra po horizontalnoj podlozi bez trenja. Potrebno
je izratunati omjer perioda titranja tog sustava i iste (neprerezane)
opruge opterecene istim tijelom, ali u vertikalnom smgjeru.

Rezultat: 4 = 0.433

Problem 11.4.4 Jedna opruga opteretena utegom produlji se 4cm, a
druga opteretena istim utegom 5cm. Koliki je period titranja serijski
spojenih opruga optereéenih istim utegom?

Rezultat: T'= 0.620s.

Problem 11.4.5 Uleg mase srednje vrijednosti m = 8kg objesen je
na donjem kraju elasticne opruge. Mjerenjem pomoéu zaporne ure
odredeno je da 10 uzastopnih titraja traje 10.41s (srednja vrijednost).
Odredite konstantu k opruge i relativnu ¢ apsolutnu pogresku mjerenja.
DokaZite da za relativnu pogresku vrijed izraz:

Ak Am . 2AT

k- m T
gdje je m masa utega, a T period titranja. U mjerenju maksimalna
apsolutna pogreska iznosi Am = 0.001kg, a AT = 0.02s.
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Rezultat: k = (291.4 £11) &
(To¢nost mjerenja vremena jako utjece na pogresku).

Problem 11.4.6 U trenutku t = 0s jednostavni harmonijski oscilator
udaljen je od osi x od svog ravnoteinog poloZaja za +6cm i giba se
brzinom v, = 55*. Odredite pocetnu fazu titranja i amplitudu ako je
period njegova titranja jednak T = 2s.

Rezultat: ¢ = 50.19°, A = 7.81 cm.

Problem 11.4.7 Posuda s utezima visi na opruzi i titra periodom
To = 0.5s. Dodavanjem utega u posudu period litranja se promijeni
na Th = 0.6s. Koliko se produljila opruga dodavanjem utega?

Rezultat: Al = 2.7cm.

Problem 11.4.8 Odredite omjer potencijalne i kineticke energije ma-
terijalne tocke koja harmonijski titra, kao funkciju vremena:

a) u opcéenitom slucaju,
b) uz pocetne uvjete to = 0s, ¢y =0,

c) uz pocetne uvjete tg = 0s, @y = £3.
Rezultat: a) %f = tan? (wt + ¢y); b)% = tan? wt; c)% = ctg?wt;

Problem 11.4.9 Koliki je omjer perioda vertikalnih titranja tijela
vezanog za dvije jednake opruge ako se serijski spoj opruga zamijeni
paralelnim?

. TS —_
Rezultat: = 2.

Problem 11.4.10 Kuglica mase m = 20g, pricvritena na oprugu
elasticnosti k = 8%, harmonijski titra amplitudom A. Na udaljenosti
% od poloZzaja ravnoteze postavi se masivna pregrada, od koje se kuglica

savrseno elasticno odbija. Odredite period titranja.

Rezultat: T'= 0.21s.
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Problem 11.4.11 Knjiga leZi na horizontalnoj podlozi koja jednos-
tavno harmonijski titra u horizontalnom smjeru ¢ pri tom ima ampli-
tudu A = 1m. Kolika je maksimalna frekvencija tog gibanja pri kojoj
jo§ mece doti do klizanja knjige po podlozi? Koeficijent trenja iznosi
w=0.5.

Rezultat: fi.x = 0.35 Hz.

Problem 11.4.12 Istodobno su zanjihana dva njithala, za ¢ije duljine
vrijedi l1 — la = 22cm. Nakon nekog vremena jedno je njihalo nacinilo
N1 =30, a drugo Ny = 36 njihaja. Odredite njihove duljine.

Rezultat: [ = 72cm, lo = 50 cm.

Problem 11.4.13 Matematicko se njihalo dugo 60 cm nalazi u zrako-
plovu koji se uspinje pod kutom o« = 30° prema horizontalnoj ravnini,
s ubrzanjem od a = 4-3. Odredite period tog matematickog njihala.

Rezultat: T = 1.39s.

Problem 11.4.14 Koliki je period fizickog njihala u obliku homogenog
Stapa dulyine | = 2m ako se njise oko osi koja prolazi:

a) jednim njegovim krajem,

b) kroz tocku udaljenu od sredine Stapa za d = é,

c) kada je period minimalan, a kada maksimalan?

Rezultat: a) T = 2.3s; b) T' = 2.3s; c) period je najmanji za
d = 0.58 m, a maksimalan za d = 0 m;

Problem 11.4.15 Na nit dugu | = 3m objeSena je kuglica ¢iji je
polumjer r = 3cm. Za koliko je veéi period titranja tog fizickog njihala
od perioda matematickog njihala kojim se ono moZe aproksimirati?

Rezultat: AT =6.95-107°s.

Problem 11.4.16 Dva homogena Stapa duljine | spojeni su tako da
je dobiven stap duljine 21. Ako je omjer masa Stapova 2 : 1, koliki je
omyger perioda titranja kada je 0s na jednom, odnosno na drugom kraju
dobivenog Stapa?
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Rezultat: % = 0.9661.

Problem 11.4.17 Materijalna tocka izvodi istodobno dva medusobno
okomita harmonijska titranja opisana jednadzbama:

x(t) = 1cmcos —t
s
T

t) = 2 —t
y (t) CIL.COS o

Odredite putanju materijalne tocke.

Rezultat: y% (t) = (2cm)z (t) +2cm? uz —lcm < 2 < 1cm.



Dodatak A

O FIZICI I METODAMA
FIZIKE

Fizika je jedna od prirodnih znanosti. Prirodne znanosti izucavaju
svijet u kojem zivimo. To je u stvari nastojanje ¢ovjeka da shvati
svoju okolinu u cilju ovladavanja njome. Fizika pretezno proucava
takve pojave, koje se mogu mjeriti, dakle kvantitativno obraditi.

Istrazivanja u znanosti se opéenito temelje na dvijema op¢im meto-
dama zakljucivanja: induktivna i deduktivna metoda.

Induktivna metoda u zakljucivanju polazi od pojedinatnoga k opcéem,
a deduktivna od opéega k pojedina¢nom. U fizici se te dvije metode
nazivaju eksperimentalna i teorijska. Eksperimentalnom metodom
radimo kada namjerno stvorimo uvjete za nastanak neke prirodne po-
jave i tada mjerimo fizikalne veli¢ine tijekom te pojave. Takvo nam-
jerno izazivanje prirodne pojave i njeno ispitivanje nazivamo pokus
ili eksperiment. Mjesto na kojem se obavljaju eksperimenti zove se
laboratorij, za razliku od opservatorija gdje se obavlja promatranje
prirodnih pojava koje se ne zbivaju pod utjecajem covjeka. Pravi
razvoj danagnje fizike, a i drugih prirodnih znanosti, zapoceo je onda
kada je Galileo Galilei (1564 - 1642) za svoja istrazivanja o gibanju ti-
jela upotrijebio eksperiment popracen mjerenjima. Cijeli daljnji razvi-
tak bio je logican nastavak. Naravno, taj razvitak je bio uvjetovan
drustvenim razvojem.

Rezultati mjerenja dobiveni iz eksperimenta, unose se u tablice
i predoc¢uju graficki. Na osnovu tih tablica i grafickih prikaza nastoji
se pronaci zakonitost koja se moze egzaktno iskazati pomoéu matem-

459
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atickih izraza (formula) koji povezuju mjerene veli¢cine. Tako nadena
zakonitost, koja izrazava medusobnu ovisnost fizikalnih veli¢ina, zove
se fizikalni zakon.

Znanstvena istrazivanja polaze od pazljivog prikupljanja ¢injenica
dobivenih eksperimentom i brizljivim ispitivanjem dobivenih podataka.
Mjerenja se ponavljaju i biljeze na osnovu ¢ega se u nekim podrué¢jima
podataka uocavaju pravilnosti i prema tome se zakljuéi o zakonitosti
po kojoj se odvija ispitivana pojava. To je induktivna metoda, ko-
jom se dolazi do odredenih aksioma. Teorijskom metodom se nas-
toji povezati §to veti broj tako dobivenih aksioma kako bi se naslo
ono $to je svim tim zakonima zajednicko (sustinu pojave) i stvoriti
strogi zakljucak, op¢i zakon iz kojeg proizlaze pojedinacni (deduktivna
metoda). Snaga teorijske metode lezi u tome, §to ona moze predskazati
takav pojedinacni zakon koji nije jos eksperimentalno pronaden. Ako
eksperiment potvrdi predskazanu pojavu onda se povetava nase pov-
jerenje u doti¢énu teoriju, a ako je eksperiment ne potvrdi tj. da zakon
nije u skladu s iskustvom, onda teoriju treba mijenjati. U fizici se uz-
ima kao istinito ono sto se moze provjeriti eksperimentom, dok teorije
koje nije moguce tako provjeriti ostaju kao spekulacije. Ako se pred-
videne pojave javljaju, zakoni se prihvacaju i sluze za nove izvode i
istrazivanja u podruc¢ju u kojem oni vrijede.

Vetina zakona fizike vrijedi uz odgovarajute uvjete tj. ima svoje
podrucje valjanosti pa kod njihove primjene treba o tome dobro voditi
rac¢una. Tako zakoni koji su poznati za makrosvijet ne vrijede u
mikrosvijetu, nego su oni specijalni slucaj zakona u mikrosvijetu. Ti
zakoni makrosvijeta primjenjuju se na pojave kojima se bavi klasi¢na
fizika, na koje eksperimentator ne utjece zbog toga sto obavlja mjerenje
u tolikoj mjeri da bi ih primjetno poremetio. Ovdje se proucava
uglavnom klasi¢na fizika.

Prema predmetu izuc¢avanja fizika se moze podijeliti na pojedine
grane. Tako npr. imamo slijedece grane fizike: a) mehanika (statika,
kinematika i dinamika) proucava ravnotezu i gibanje tijela kao i nji-
hove uzroke, b) akustika proucava zvuk, ¢) znanost o toplini proucava
toplinu,d) optika je znanost o svjetlosti i svjetlosnim pojavama, e)
znanost o elektricitetu izucava elektricitet i magnetizam, f) moleku-
lama fizika proucava molekule, g) atomska fizika atome, h) nuklearna
fizika proucava jezgre atoma itd.

Osim navedenog danagnja se moderna fizika upravo rascvjetala na
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razne uske specijalisticke grane, u ostalom kao i mnoge druge znanstvene
discipline. Fizikalne metode se primjenjuju i u drugim prirodnim
znanostima pa su se osnovale posebne grane kao npr. fizikalna kemija,
biofizika, astrofizika itd.

Fizicki zakoni su temelji tehnickih znanstvenih podrucja. Fizikalne
ideje koriste se u kemiji, biologiji, medicini i drugdje, a primjenjivat
e se sigurno jo$ i vise, stoga je neophodno da i drugi (ne samo fiz-
icari) shvate fizicke principe kako bi ih mogli bolje iskoristiti na svom
podrucju djelovanja.

Fizicke veli¢ine, jedinice i dimenzije

Prirodne pojave opisujemo pomoc¢u odredenih parametara koje nazi-
vamo fizicke veli¢ine (ili fizikalne velicine). Fizicke veli¢ine nisu ob-
jekti ni procesi, nego pomoc¢u njih iskazujemo zakonitost prirodnih
pojava. One su mjerljive veli¢ine, tj. mogu se mjeriti, $to znaci us-
poredivati jednu veli¢inu s istovrsnom drugom, odabranom kao stan-
dardnom, veli¢inom koja se naziva mjerna jedinica.

Mjerenjem opisujemo pojavu tako da je iskazemo brojevima. Rezul-
tat svakog mjerenja je broj dobiven posebnom fizikalnom operacijom,
koja je razlicita za svaku od fizickih veli¢ina i iziskuje za svaku ra-
zliéitu veli¢inu posebnu mjernu jedinicu. Taj broj zovemo brojcéana
vrijednost izmjerene veli¢ine. Fizicke veli¢ine se izrazavaju umnoskom
broja i jedinice. Samim brojem se iskazuju matematicke veli¢ine.

Broj fizickih veli¢ina koje se uvode za opisivanje fizickih pojava
moze biti jako veliki. Svaka fizikalna veli¢ina mora biti jednoznacno
definirana. Definirati fizicku veli¢inu znaéi odrediti ju preko poznatih
veli¢ina, tako da pronademo vezu izmedu njih kako bi broj veli¢ina
reducirali na §to manji broj. Neke fizicke veli¢ine su iskustveno jed-
nozna¢no jasne i bez posebnog definiranja (npr. duljina, vrijeme, ..),
te njih mozemo koristiti za definiranje ostalih fizickih veli¢ina. Takve
veli¢ine zovemo temeljne ili osnovne (fizicke) veli¢ine. Ostale fiz-
icke velic¢ine se jednadzbama, tj. fizickim zakonima, izvode iz osnovnih
veli¢ina.

Takve se velicine nazivaju izvedene (fizicke) veli¢Gine. Drugim
rije¢ima, sve izvedene veli¢ine mogu se iskazati preko temeljnih fizickih
velicina. Koje ¢emo fizicke veli¢ine smatrati osnovnim i koliko je takvih
veli¢ina potrebno? Veli¢ine koje ¢emo smatrati osnovnim u danom
podrucju fizike, ovise o izboru nacina opisivanja podrucja, sto dovodi
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do toga da se o tome treba dogovoriti. Po tom dogovaranju treba voditi
racuna da osnovne veli¢ine moraju biti nezavisne jedna o drugoj, a taj
uvjet daje broj osnovnih fizickih veli¢ina za dano podrucje.

Pokazalo se da je za danasnji razvoj fizike i tehnike dovoljno odabrati
sedam temeljnih veli¢ina i to prema podruc¢jima: 3 za mehaniku,
1 za elektricitet, 1 za toplinu, 1 za atomistiku i | za fotometriju. Iz-
bor osnovnih veli¢ina u svakom podrucju fizike je u principu slobodan.
Medutim, iskustvo, tradicija, svrsishodnost i dr. suzavaju taj izbor. O
tome se dogovara na medunarodnoj razini. Osim $to treba dogovoriti o
osnovnim fizickim veli¢inama, to isto treba uciniti za njihove pripadne
mjerne jedinice koje se nazivaju osnovne mjerne jedinice. Osnovne
mjerne jedinice se definiraju nezavisno jedna od druge, dok se izvedene
mjerne jedinice, kojima se mjere izvedene fizicke veli¢ine, izvode iz os-
novnih pomoc¢u dimenzijskih jednadzbi. Fizicke veli¢ine imaju svoje
dimenzije. Pojam dimenzije je osnovniji od pojma jedinice. Dimenzije
osnovnih fizikalnih veli¢ina nazivaju se osnovne dimenzije i preko njih
se mogu izraziti dimenzije izvedenih fizickih veli¢ina.

Osnovne i izvedene fizicke veli¢ine sa svojim jedinicama ¢ine sus-
tav mjernih jedinica. Taj sustav je u biti potpuno odreden izborom
osnovnih veli¢ina i definiranjem njihovih jedinica. Raznim takvim od-
abiranjima dobili bi razli¢ite sustave, §to bi dovelo do velikih problema
u znanosti, tehnici, trgovini itd., a i zbog transformacija iz jednog sus-
tava u drugi. Zbog toga je prakti¢no da se o tome nacini medunarodni
dogovor. To je i u¢injeno pa se tako dobio tzv. Medunarodni sustav
jedinica ili skraceno Sl-jedinice. Taj sustav je u Republici Hrvatskoj
ozakonjen posebnim zakonom (Narodne novine br. 58 od 18. lipnja
1993.) prema kojemu smo duzni pridrzavati se SI jedinica (dozvoljena
odstupanja su tim zakonom takoder propisana).

Osnovne veli¢ine i mjerne jedinice

Prve tri osnovne veli¢ine i jedinice su vezane za mehaniku, zatim po
jedna prema redoslijedu za elektrodinamiku, termodinamiku, atomsku
fiziku i fotometriju. Svaka od navedenih mjernih jedinica je strogo
definirana. Navedimo (zbog lakseg razumijevanja) te definicije.

Osnovne veli¢ine i mjerne jedinice sa oznakama prema SI su:
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Osnovna fizikalna veli¢ina | Mjerna jedinica | Oznaka

duljina metar m
masa kilogram kg
vrijeme sekunda s
jakost elektri¢ne struje amper A
termodinamicka temperatura | kelvin K
mnozina tvari sustava mol mol
svjetlosna jakost kandela cd

. Metar je osnovna jedinica za duljinu, a bio je definiran pohran-
jenom metarskom pramjerom. Jednak je duzini od 1650763.73
valnih duljina crvenog, vidljivog zracenja u vakuumu koje emi-
tira izotop atoma kriptona 86(Kr) pri specificnom prelasku elek-
trona iz jednog energetskog stanja u drugo. Definicija se dogov-
orno mijenja tako da bude ¢im preciznija koliko to omogucuju
mjerna dostignuca. Metar je duljina puta koju svjetlost prijede
u praznini (vakuumu) za vrijeme od syg=tsr=zs.

. Kilogram je osnovna jedinica za masu i jednak je masi medu-
narodne pramjere kilograma koja je pohranjen u medunarodnom
uredu za utege i mjere u Sévresu kraj Pariza.

. Sekunda je osnovna jedinica za vrijeme i jednaka je vremenu
trajanja 9192631770 perioda titranja zracenja koje odgovara speci-
ficnom prijelazu (izmedu dviju hiperfinih razina osnovnog slanja)
atoma cezija 133(Cs'33).

. Amper je osnovna jedinica za jakost elektri¢ne struje i jednak
je struji koja djeluje na istu takvu struju silom od 2-10~7 njutna
po metru duljine, ako pri tome obje struje teku u zrakopraznom
prostoru kroz dvije paralelne Zice zanemarivo malena kruznog
presjeka, jako dugacke (beskona¢no) koje su medusobno udaljene
jedan metar. (Ovdje upotrebljena jedinica za silu newton N koja
je izvedena preko metra, kilograma i sekunde).

. Kelvin je osnovna jedinica termodinamicke temperature defini-
rana kao 273,16 dio termodinamicke temperature trojne tocke
¢iste vode. (Trojna tocka vode znaci tocku u dijagramu prom-
jene agregatnih stanja vode u kojoj mogu postojati sve tri faze
vode tj. Evrsta, tekuéa i plinovita).
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6. Mol je osnovna jedinica za mnozinu (koli¢inu) sustava.Mol je

ona koli¢ina neke tvari koja sadrzi Ny = 6.023-10%3 elementarnih
jedinki sustava (atomi, molekule, ioni, elektroni i druge cestice).

Kandela (candela) je osnovna jedinica za svjetlosnu jakost i
bila je definirana tako da je jednaka svjetlosnoj jakosti koju u
okomitom pravcu zraéi povrsina od (600.000) ! kvadratnog me-
tra crnog tijela na temperaturi skru¢ivanja platine, pod tlakom
101325 Pa. Ova definicija je zasnovana na zakonu zracenja crnog
tijela. Kandela je svjetlosna jakost kojom u odredenom smjeru
svjetli izvor jednobojne svjetlosti frekvencije 540 T H z kada mu
jakost zracenja u tom smjeru iznosi 683 — ¢ dio vata po steradi-
janu.

Izvedene mjerne jedinice

Ovdje je jedan veliki dio izvedenih mjernih jedinica SI. Osim navedenih
postoje i druge koje se iskazuju preko osnovnih SI jedinica. Medutim
postoje odredene jedinice koje su izvan SI, a dozvoljene su za koristenje
opcenito ili u uzim podruéjima znanosti ili djelatnosti.

Tako je dozvoljeno koristiti:

Velicina | Naziv Vrijednost u SI | Podrucje
duljina 1 morska milja 1 852m | navigacija
povrs§ina | ar 100 m?

hektar 10 000 m?
obujam litra dm?
masa tona 1 000 kg
masa jed. atomske mase | u =1.66-10~ kg | fizika, kemija

Izvedene jedinice su opéenito definirane pomocéu temeljnih jedinica

koje se nalaze u rezolucijama Opce konferencije za mjere i utege.
Mozemo ih navesti prema njihovu nazivu, neke jedinice su dobile naziv
po glasovitim znanstvenicima, i iskazati ih preko temeljnih jedinica.
Navodimo dio onih koje se najcesc¢e susrecu:
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Velic¢ina Jedinica (opis)

Povréina m® = m- m - (Cetvorni metar)
Volumen me = - omeom - (kubui metar)
Kut rad = & - (radijan, radian)

Ugao (prostorni kut)

] .
sr = - - (steradijan)

Gustoca Tl.(.sf = =
Frekvencija Hz = { = g ' - (hertz, herc)
Brzina = = ms
Ubrzanje n o ms?
Kutna brzina rTi = rad - s7!
Kutno ubrzanje %‘—" =rad -5
=ila N = kg & - (newton, njutn)
q ]

Tlak, naprezanje Pa =< = Nm~? - (pascal, paskal)

1 ] ¥ I I
Moment sile Nm = N -m - (njutnmetar)
Energija, rad i toplina J=N-m= ﬂ'—i.L - {joule,dzul)
Snaga. energetski tok W=4-= Ei:_;L watt, vat)

5 =) g 2
Dinamicka viskoznost Pa.s=tam_— &
—_— m-s

Elektriéni naboj C= A s- (coulomb, kulon)

El. napon i potenc.

. v Ry
Jakost el. polja = = —‘h;
Elektrieni otpor 0 Tr—l Lﬂil- - (ohm, om)
- x .. 170
Elektriena vodljivost S5=1= % - (siemens, simens)
J T = kam
—_ , ; g
Elektriéni kapacitet = E— = *:—J:g (farad)
Induktivitet H= % = A_l.::" (henry, henri)
Magnetna indukeija T ﬁ —{‘"%_ (tesla)
— 1
Magnetni tok Wb = T'm? M - [weber, veber)
B 2 )
Osvietljenje lr =i — e lux, luks
‘] ‘] ‘] I I

Svjetlosni tok

Im = f-u' st - {lumen)

Aktivnost radioakt. izvora | Bg = £ - (becquerel, bekerel)
. : S f s N
Apsorb. doza ion. zraé, Gy = fp =7 - (gray, grej)

Decimalne jedinice

Cesto se puta gore navedene jedinice u praksi pokazu nespretnima zbog

toga §to su premale ili prevelike.

7Zbog toga su uvedene decimalne
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jedinice.

Decimalne mjerne jedinice su decimalni dijelovi ili decimalni um-
nosci mjernih jedinica nastaju stavljanjem medunarodno prihvac¢enih
predmetaka (prefiksa) ispred oznake mjernih jedinica. Svaki pred-
metak ima svoju brojevnu vrijednost, koja je nezavisna o mjernoj
jedinici, a nalazi se iza njega.

Nazivi predmetaka, njihove oznake i brojéane vrijednosti su:

Prefiks | Oznaka | Vrijednost | Prefiks | Oznaka | Vrijednost
yotta Y 10% deci d 1071
zepta Z 107! centi c 1072
eksa E 1018 mili m 1073
peta P 105 mikro 1 1079
tera T 1012 nano n 1079
giga G 10° piko p 10712
mega M 109 femto f 1071
kilo k 103 ato a 10~
hekto h 10° zepto z 1021
deka da 10 yocto y 107

Napomenimo da se prva dva i posljednja dva predmetka, uvedeni
kasnije, rijede koriste. Kako se grade takve jedince pokazimo na neko-
liko primjera:

1. 6.37TkN = 6.37 - 10> N = 6.370 N - (¢itamo kilonjutna)

2. 32.6 MJ = 32.6 - 105J = 32.600.000 J - (¢itamo megadzula)
3. 1.2GW = 1.2- 109 W = 1.200.000.000 W - (¢itamo gigavata)
4. 0.82ms = 0.82-1073s = 0.00082s - (&itamo milisekundi)

5. 105xm = 105 - 107%m = 0.000105m - (¢itamo mikrometara)

Iz ovih nekoliko primjera moze biti jasno kako se koriste medunar-
odno prihvaceni prefiksi uz bilo koju Sl-jedinicu. Osim §to decimalne
mjerne jedinice nastaju od Sl-jedinica, mogu nastati i od slijede¢ih
dopustenih jedinica: litra, bar, vatsat, elektronvolt, voltamper (priv-
idna snaga elektri¢ne struje), var (jedinica za jalovu snagu elektricne
struje) i teks (jedinica za duljinsku-linijsku masu 1%% - samo za tek-
stilna vlakna i konce). Decimalne mjerne jedinice za masu dobivaju
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se stavljanjem prefiksa ispred oznake za gram. Pri tvorbi decimalnih
mjernih jedinica dopusteno je upotrijebiti samo jedan predmetak (npr.
nije dozvoljeno kMW, a i nema takve potrebe jer bi navedeno odgovar-
alo GW). U nekim mjernim jedinicama pojavljuju se eksponenti kao
m?2, s~2 itd., pri gradnji njihovih jedinica eksponent se stavlja samo uz
oznaku mjerne jedinice, a odnosi se na cijelu decimalnu jedinicu. Tako
1mm? znaéi isto kao da pisemo (1 mm)2, tj. kvadrat stranice 1 mm,
sto iznosi 107°m?, a ne znac¢i 1m (m?) = 1073 m? &o je pogresan
nacin pisanja.

Primjeri

U slijedecim zadatcima odredite vrijednost x, tako da koristite poten-
ciju s bazom 10 1 da vrijede jednakosti:

1. 0.018 kW =2W
2. 0.08W =z kW

3. 385.2kW =z MW
4. 0.153G'N =z MN
5. 1352MJ =2 GJ
139.3h Pa = z MPa

e

83.6ms =xs

3.85- 107 B MW = 2 mW

o0

9. 2.83-107°mm = znm
10. 5852.5ns = zus
11. 0.0891-10%m = zpm
12. 0.0098 - 10~ % cm = z pm
13. 0.073mm? = 2 m?
14. 35.86 cm3 = z m?

15. 46.89 mm? = z dm?
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Rezultati

1. ¢ =008%W — 185

2.z =28% =0.00058 =5.8-10*

3. x =385.2kW =z MW
4. = 0.153GN = z MN
5. x=1352MJ =2 GJ

6. v =13930Fa — 1 393.1072

7. x=86ms _ (0836

8. v = 3810 ZMW _ 3 g5. 10~

.10—5
9. g = 28340 _ 9g 3

10. oz = 2892808 — 5 8525

11, o = 2080010 "m _ gg)

12, o = 2000810 “em _ () 98

13. o = 2008mm’ _ 73,108

14. ¢ = 3586an® _ 3 586.105

15. ¢ = %ﬂfgﬁ’ — 4.689-107°



Dodatak B

MATEMATICKI
DODATAK

B.1 Derivacija funkcija

Da bi dogli do pojma derivacije, kao jedne matematicke operacije,
najjednostavnije je poé¢i od grafa funkcije y = f(z) koji je prikazan
na nasoj slici. Za bilo koji = (nezavisna varijabla) funkcija y (za-
visna varijabla) poprima svoju odredenu vrijednost, koja se dobije
uvrstavanjem = u zadanu funkciju f (z). Povetamo li taj odabrani
x (a moze biti odabran bilo koji u podruc¢ju definicije) za neku vri-
jednost Az (koji moze biti i negativan) stigli smo u tocku = + Ax.
Uvrstimo li novodobivenu vrijednost = + Az u zadanu funkciju dobit
cemo f (x4 Az), sto odgovara ordinati funkcije u = + Az. Sada se
moze vidjeti da se funkcija y promjenila za Ay, kada se x promjenio
za Ax. Ocito je iz slike:

Ay = f(z+ Az) — f(x) (B.1.1)

Taj Ay se naziva prirast funkcije, a Ax prirast argumenta. Srednji
prirast funkcije u intervalu od =z do x + Ax, dobijemo ako prirast
funkcije Ay podijelimo s prirastom argumenta Ax.

Ay  flr+Az) - f(z)

= = — (B.1.2)

Geometrijsko znacenje tog srednjeg prirasta je prema slici, koeficijent

smjera sekante (sjecnice), tj. k = tana = %. Zanima nas posebno,

469
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srednji prirast funkcije %% kada se Ax smanjuje tako da postaje sve
manji i manji te se priblizava samoj nuli. Tu proceduru mozemo ovako
kratko zapisati:

Ay
m ——-
Az—0 Az

(¢itamo: limes ili grani¢na vrijednost, kada delta iks tezi prema
nuli od %). Limes latinski znaé¢i granica. Takva grani¢na vrijed-
nost srednjeg prirasla funkcije predstavlja koeficijent smjera tangente
(zbog toga $to Az postaje nula sekanta prelazi u tangentu!) funkcije
u odredenoj tocki x. Taj izraz je nazvan derivacija funkcije y, koja se
oznacava:

(B.1.3)

Derivacija funkcije ¥’ = f’(z), racuna se po ovom posljednjem
izrazu. Uzmimo na primjer funkciju:

y = 322 +3
3(2+Az) +3| - (322 +3)
y = lim
Az—0 Az
Az + Az?
— gim ZATEAT (624 3A2)
Ax—0 Ax Azx—0
= 6x+3-0=0x

Na ovom primjeru vidi se na¢in na koji se dode, prema definiciji, do
derivacije neke funkcije. Ovakva procedura nije prakti¢na, pa se to ne
izvodi svaki put, nego se ta procedura izvede opcenito za svaku vrstu
funkcija i na taj se nac¢in dobiju pravila za deriviranje. Navedimo neka
koja ¢e nam najcesce trebati:
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Funkcija Izvod funkcije
y=c y =0
y = " y/ — nxnfl
y=sinz Yy = cosx
Y = CoST y = —sinx
y=tanx Y = —5 =sec’x
y = cotx y = qinl% = —csc’x
Y= ea: y/ — ez‘
y=a" Yy =a*lna
y=Inzx y =2
— T
y=log,z |y =575
Y = secx y = 255 = tanxsecw
Y =cscx y = —=%5% = —cotzcscw
— : T I
y =arcsing |y = ==
Funkcija Izvod funkcije
— T T
y = arccosz | Y = ——=—
y =arctanz |1y = 1+1z2
y = arccotr |y = —3 +11:2
— T— 1
y = arcsecr |y —x\/xz—Il
— e
y =arcescr |y = ———
y = sinh z Yy = coshx
y = coshx 1y = sinhx
— T
Y= tanh x y/ — cosh?z
y= cothz y = __sinh?2
— : I
y= Arsinhx | ¢ = 11+x2
— T
y= Arcoshx | ¢/ = po
y = Artanhz | ¢/ = ljz2
y= Arcothz | o/ le_l

Zatim pravila za deriviranje:
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zbroja i razlike | y(z) =u(x) £v(z)
!/
v

y (z) = () £/ ()
produkta y(x)=u(z) v(z)

y () = v (@) v(z) +u(x)v (z)
kvocijenta y(x) = ZJ(%Z

y (z) = L@ —u@) (@)

slozene funkcije | y (x) =flg

(z
Y (x) = f'lg(z)] - ¢’ ()

Da bi se dobro uvjezbala pravila deriviranja bilo bi potrebno ura-
diti niz primjera za svako pravilo i kombinacije, ovdje mozemo dati
samo nekoliko primjera, a ostale primjere vjezbajte iz matematicke
literature:

1. (51‘4)1 =5 4241 =903

¢ » —d fF_2mdmg _2nlma-1_ w_
2 & (20/5) = BT = AT = T =
3. Lcos(2t—T)=Lcos(2t—T7)=[—sin(2t—T7)](2t —7)' = —2sin (2t - 7)

4. (—1 (I‘Z h]l‘) =z+2znzx

dz

5. L (7€ cos3zsin2z) = e (5(cos5z) — 5 (sinz) — (cosz) + 5 (sin 5z))

: T, . ,
6. % (4 tiﬂH) = ﬁ (2c4+5)+ (.rjl)z (_51, . 2)

B.2 Integralni racun

Integralni ra¢un, kao i derivacije, spada u podrucje infinitezimalnog
racuna (racun s beskona¢no malim veli¢inama), koji je prvo bio uveden
od Newtona za potrebe mehanike, da bi Leibnitz dao njegovu strogu
matematicku formulaciju i uveo simboliku kojom se i danas sluzimo.
Prije nego se upoznamo s operacijom integracije, neophodno je pozna-
vanje operacije diferenciranja. Diferencijal zadane funkcije y = f(x)
dobije se deriviranjem te funkcije i mnozenjem s diferencijalom od ar-
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gumenta:
dy = f'(z)dx (B.2.1)

Diferencijal funkcije dy mozemo zorno shvatili kao promjenu funkcije,
kada se varijabla x promjeni za beskona¢no malu vrijednost dz (znaéi
dy i dx bi odgovarali velicinama Ay i Ax, uvedenu kod naslova derivacija,
kada se Az smanjuje tako da tezi prema nuli). Integral, tj. op-
eracija integracije, je suprotna operacija od diferenciranja do na adi-
tivnu konstantu. To znaci ako neku funkciju najprije diferenciramo pa
dobiveno integriramo (ili obrnuti slijed operacija) ponovo dobivamo
tu istu funkciju (razli¢itu do na aditivnu konstantu). Operaciju inte-
gracije piSemo na slijede¢i nacin:

/f (x)dx = F (z) + konst. (B.2.2)

(¢it. integral od ef od iks de iks jednako...). Funkcija f(z) je
podintegralna funkcija, dx je diferencijal varijable po kojoj se inte-
grira (ako funkcija pod integralom ovisi o vise parametara onda se
po diferencijalu prepoznaje ona po kojoj se integrira, to mora uvijek
pisati, jer izraz pod znakom integrala mora predstavljati diferencijal
neke funkcije). Funkcija F'(x) se naziva primitivna funkcija, i ona je
povezana s podintegralnom funkcijom f(x) na slijedeéi nacin:

F'(z) = f(x) (B.2.3)

Zmnati ono $to se dobije integracijom, kada se derivira mora dati onu
funkciju koja pise pod integralom. S ovim u vezi je i gore napisana
konstanta, jer kad se ona derivira dobije se nula pa je gore navedeni
uvjet diferenciranjem zadovoljen, bez obzira kolika je ta konstanta zbog
¢ega je niti ne mozemo odrediti, tj. ona je neodredena. Zbog toga se
u matematici takav integral naziva neodredeni integral. U fizici se ta
neodredena konstanta odredi iz tzv. rubnih uvjeta, koji su unapri-
jed poznati iz fizickog procesa, a to se svodi na to da se u dobiveni
rezultat uvrsti vrijednost argumenta (najcesée nula ili beskonacno) za
koji znamo rezultat i iz dobivene jednadzbe odredi se nepoznanta kon-
stanta. Prakti¢no se integrali funkcija odreduju na osnovu pravila za
integraciju koja se tabeliraju (vidi npr. logaritamske tablice posljednja
stranica) u tzv. osnovne integrale pa je cijeli posao u tome da se zeljeni
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integral svede na neki od osnovnih. Medutim to nije uvijek moguce
jednostavno uéinili (kao $to je to uvijek moguce kod deriviranja), ali
mi se netemo takvim slucajevima baviti.

Navedimo neka od tih pravila:

Ja-f(z)dze=a- [ f(z)ds+ec, gdjesuaickonstante,
Integral zbroja ili razhke jednak je zbroju ili razlici integrala
[1f (@) £g(@)de= [ f(x)de [ g(x)do

Integral potencije, Vn # {—1}

[ a"dx = n+1x"+1 +c
f:z:_ldx =lnx+e¢
fsinacdx = —cosx +c¢

[ cosazdr =sinz + ¢

[tanzdz = —1In (cosz) + ¢

[cotadr = FIn(2 —2cos2z) + ¢

[ sinh zdz = le—= (eQx + 1) +c

[ coshzdr = 3¢~ (629” — 1) +c

ftanh:cdx =In (62”” + 1) —x+c

[ cothadr =In (625” — 1) —x+c

f ede =¢e* +c

JInzde =zlnz —x :x(lnx— 1)+c

Jlog,zdr = Z=Inz — (& == (Inz — 1) + ¢

Tu smo naveli pravila koja su nama neophodna. Sada navedimo
nekoliko primjera:

1. f3:r5d:c— = :1:6+c

5+15C

[\

. (7 + 22 — 45[:2) de = | 7dx+2f:cd1:4fsc2dx = 7:r+sc2—§:c3+c

w

L[ Hdr =2+ 6In(z—1)
. g]\/g”—;"’——lal:c:\/:75'2—1—1—:::chtanh\/x+ﬁ

. [3cos(bx)dx =3 [cost-+dt = 2 [ costdt
5 5

:%sint—i-c:%sinf)x—i-c

=

ot

[«

. [ 2cos (22) ¥+ 2dz = L (cos2z) 372 4 & (sin 2z) 3712

= 2372 (3 cos 22 + 2sin 2z)
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7. flng—;%dx:xlng—;%—21n(sc+2)—ln(x—1)

ovakav integral ne mozemo direktno po pravilu rijesiti nego treba
uvesti zamjenu bz = t, zatim to diferenciramo

(5z) dx = t'dt

5dx = dt
1
dr = =dt
. 5

sa tim zamjenama se vratimo u zadani integral te u posljednjem
koraku se vratimo na pocetnu varijablu. Ova tri primjera nisu do-
voljna za vjezbu, nama prostor ne dopusta vise, a o tome detaljnije
pogledajte u matematickoj literaturi, medutim s takvim slucajevima
¢cemo se najceste susretati, a kada nam bude trebao neki drugi dati
¢emo ga posebno uz objasnjenje.

Osim neodredenog integrala postoji i odredeni integral, koji se
definira:

/ f(@)de = F () I: Fla)— F(b) (B.2.4)
b

Odredeni integral ima granice. Integracija se provodi kao za neo-
dredeni integral i na kraju se uvrste oznaCene granice u primitivnu
funkciju. Odredeni integral predstavlja povrsinu ispod grafa funkcije,
kako je to prikazano na slici:

F' 3
y = f(x)
~ |
b —» 1
a b

Odredeni integral
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DODATAK C. TABLICE

Konstanta

Oznaka 1 vrijednost

brzina svjetlost1 u vakuumu
elementarni elektriem nabo)
permitivnost vakuuma
permeabilnost vakuuma
gravitacijska konstanta
Planckova konstanta
Boltzmannova konstanta
plingka konstanta
Avogadrova konstanta
normirani mol. volumen plina
Stefan-Boltzmannova konstanta
Rydbergova konstanta

masa mirovanja elektrona
masa mirovanja protona
masa mirovanja neutrona
Faradayeva konstanta
atomska masena konstanta
masa Sunca

masa Zemlje

masa Mjezseca

srednji polumjer Sunca
srednji polumjer Zemlje
srednji polumjer Mjeseca
udaljenost Zemlje 1 Sunca®
udaljenost Zemlje 1 Mjeseca™
period Mjeseca oko Zemlje
period Zemlje oko Sunca
kutna brzina rotacije Zemlje

¢ =2.99792458 - 10° ms !
e=160217733-1071°C

s0 = 8.854187817- 1072 Fm™!

1o = 1.2566370614 - 106 N A2

G (7)=667259- 107" mkg™' 52

h = 6.6260755-107>* J s

;= 1.3806568 - 10~23 JK !

R =28314510 J mol ™' K~

N4 = 6.0221367 x 1023 mol™!

Vot = 22.41410 - 1073 m® mol ™!

o =567051-10"* Wm—2K*

Rao = 1.0973731534 - 10" m™!

me = 9.1093897 - 10~3 kg = 5.4858 - 10~ u
m, = 1.6726231 - 10727 kg = 1.007276 u
My, = 1.6749286 - 10727 kg = 1.008665 u
F = 96 485.309 C mol !

u = 1.6605402 - 10~2" kg = 931.49432 MeV
1.99 103 kg

59742 - 10* kg

7.35-102 kg

6.96-10°m

6.37-10m

1.74-108 m

1.49-10" m

384-10°m

27.32d =236 -10%¢

365.25d

79272-10 % rads™!
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Youngov Specifiéni Koeficijent
Tvar Gustoéa  modul  toplinski kapacitet linearnog &irenja
(%) & (&x) (10K
aluminij 2 698 70 900 24
bakar 8 960 110 390 17
celik 7 700 200 460 12
led 900 — 2 100 -
nikal 8 900 210 520 18
olovo 11 350 16 130 29
platina 21 500 170 130 9
pluto 250 — 2 050 —
srebro 10 500 85 230 19
staklo 2 500 50 800 9
volfram 19 200 360 150 4.5
zlato 19 300 78 130 15
zeljezo 7 900 180 460 12
Osobine nekih teku¢ina
Specifi¢ni Koeficijent
Tvar Gustoca toplinski kapacitet volumnog Sirenja
) (o) o
alkohol (etanol) 790 2 500 1.1
benzin 700 2100 0.95
morska voda 1030 3930 0.24
voda 1 000 4 190 0.20
ziva 13 600 140 0.18
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Specifiéni toplinski

Tvar Gustoca (0°C' 1 1.01 bar) kapacitet ¢,
) (k)
dusik - N 1.250 740
helij - He 0.179 3 150
kisik - O2 1.430 650
ugljik-dioksid - CO, 1.980 650
vodik - Ho 0.090 10 000
zrak 1.293 720
Koeficijent viskoznosti
Fluid n (Pas) Fluid n (Pas)
voda (20°C) 1-107% maslinovo ulje (20°C)  8.4-1072
voda (7 0o ) 4-1073  maslinovo ulje (70°C) 6-1073
voda (100°C)  2.8-10~* glicerin (20°C) 0.86
etanol (20°C)  1.1-107* zrak (20°C)  1.8-107°
etanol (70°C)  5.3-1074 zrak (70°C)  1.95-1075
ziva (20°C)  1.55-1073 vodik (20°C)  0.9-107°
ziva (70°C) 1.4-1073  motorno ulje (100 °C) 9-1073
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