Poglavlje 9

STATIKA FLUIDA

9.1 Osnovni pojmovi i definicije

Do sada smo razmatrali zakone gibanja i uvjete ravnoteze ¢vrstih tijela,
za koje Cesto pretpostavljamo da su savrieno kruta, naime da pod
utjecajem i znatnih vanjskih sila ne mijenjaju ni svoj oblik ni svoj
volumen. Medutim, tvari se pojavljuju jos u tekucem i plinovitom
stanju. Tekuc¢ine i plin mogu teci, oni se mogu prelijevati iz posude u
posudu pa ih zajednickim imenom zovemo fluidi.

Definicija 9.1.1 Statika fluida proucava uvjete u kojima w fluidima
nema mikroskopskih gibanja jednog djela fluida prema drugom, tj. uvjet
ravnoteze.

Nage razmatranje statike fluida odnosi se prije svega na hidrosta-
tiku tj. idealiziranu i savrsenu tekuéinu. Svojstva tih tekuéina jesu:

1. neprekinutost; volumen tekuCine mozemo razloziti na beskon-
ac¢no mali elementarni volumen,

2. homogenost; svaki mali elementarni volumen ima ista svojstva,

3. mestlacivost; neovisnost volumena tekucine o silama koje je st-
lacuju, $to je istovjetno s konstantnoséu gustoce tekucine u svim
elementarnim volumenima,

4. savrienost; za pomicanje jednog sloja tekucine prema drugom
nije potreban rad, odnosno nema sile koja se protivi pomicanju
jednog sloja tekucine prema drugom.
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344 POGLAVLJE 9. STATIKA FLUIDA

Kako su fluidi svojom unutarnjom strukturom razli¢iti od ¢vrstih
tijela ne mozemo koristiti pojam sile kao dinamicke ili staticke veli¢ine.
Na primjer, svako djelovanje vanjskih sila na fluid dovodi do razmicanja
molekula tj. proboja, §to znaci da je njeno djelovanje parcijalno i ne
moze se primijeniti na ¢itav sustav. Zbog toga za opisivanje djelovanja
na fluid ili u fluidima, koristimo fizicku veli¢inu koja ima porijeklo u
sili a zovemo je tlak.

Opca definicija tlaka moze se dati i na slijede¢i nacin.

Definicija 9.1.2 Ako vanjska sila (F) djeluje normalno na povrsinu
(S) 1 ako je djelovange sile ravnomjerno rasporedeno po pouvrsini (S)
tada tlak predstavija omgjer jakosti sile i povrsine na koju djeluje;

def. AF
= — 1.1
AS (9.1.1)
Jedinicu za tlak nazivamo paskal [Pa = % = mﬁ?]

Posljedica: U opéem slucaju kada imamo elementarni tlak onda
jednadzbu (9.1.1) pisemo u diferencijalnom obliku:

_ AF  dF

P= A $80AS ~ 4s
Na osnovu ovih opéih definicija mozemo
odrediti i tlak u fluidima. Zamislimo neku po-
sudu u kojoj se nalazi fluid (vidi sliku 9.1.).
U slucaju savrsenog fluida nema sila kojom
fluid djeluje paralelno s plohom elementarne
povrsine (ds). To znaci da je sila (dF') ko-
jom fluid djeluje na (ds) nuzno okomita na
(ds). Omjer 4£ kada (ds) postaje beskonaéno
maleno, jest tlak fluida na povrsinu ¢vrstog ti-

jela:

(9.1.2)

Slika 9.1.

_dF
T ds

Poznato nam je kako se sila koja djeluje na ¢vrsto tijelo moze pom-
icati duz pravca djelovanja (klizni vektor). Mozemo postaviti pitanje

na koji nac¢in se vanjska sila tj. tlak koji djeluje na fluid, ponasa unutar
fluida?

p (9.1.3)
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Definicija 9.1.3 (Pascalov zakon) - Tlak primijenjen ili izazvan van-
jskom silom u zatvorenoj posudi prostire se u fluidima jednako na sve
strane (slika 9.2.).

_AF
P="Ag

Slika 9.2. Slika 9.3.

Posljedica: Na osnovi Pascalovog zakona moze se konstruirati
hidrauli¢ni tijesak. Odnos sila i povr§ina u hidrauli¢cnom tijesku defini-
ran je izrazom za tlak

kR R
A
Dakle, sa manjom silom F} na manjoj povrsini S7 mozemo savla-
dati ve¢u silu Fy na vectoj povrsini Sy (slika 9.3.).
Ako se fluid nalazi u homogenom gravitacijskom polju, onda se po-

javljuje unutarnji tlak fluida koji zovemo hidrostatski tlak ili opc¢enito
staticki tlak (slika 9.4.).

Y

p (9.1.5)

(="

Slika 9.4.
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Da bismo nasli relaciju za staticki tlak promatrajmo element mirnog
fluida. Taj promatrani proizvoljni sloj nalazi se u statickoj ravnotezi.
Sile koje djeluju na taj dio fluida moraju biti u ravnotezi:

— —
dF, = —dF, (9.1.6)
— — —
dFy=dF,+dG (9.1.7)
gdje je:
dFy = p-§ (9.1.8)
dFy = (p+dp)-S (9.1.9)
dG = mg=pgS-dy (9.1.10)
iz (9.1.7) i (9.1.9) dobivamo
0 = dFy—dF —dG (9.1.11)
0 = p-S—(p+dp)S—pgS-dy,/:8S (9.1.12)
dp = —pg - dy (9.1.13)

Jednadzba (9.1.13) predstavlja diferencijalnu jednadzbu statickog
tlaka fluida. Promatrajmo rjesenje u konkretnom slucaju.

p2 Y1
/dp = —pg/dy (9.1.14)
yat Y2
gdje je:
p1 = P, P2=Da; h=y2—u1 (9.1.15)
p2—p1 = —pg(y2— ) (9.1.16)
Pa—p = —pgh (9.1.17)
p = pgh+pa (9.1.18)

Kako je p, atmosferski tlak koji se pojavljuje kao konstanta onda
jednadzba (9.1.18) moze definirati staticki tlak.

Definicija 9.1.4 Staticki tlak u fluidu u nekoj tocki (A) na dubini (h)
razmgeran je gustoti fluida (p), zemljinom ubrzanju (g), i dubini (h):

p = pgh (9.1.19)



9.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE 347

Posljedica: Iz relacije (9.1.18)
vidimo da staticki tlak ovisi samo o du-
bini promatrane tocke (h) kao promjen-
jive vrijednosti. To znac¢i da tlak nece
ovisiti o koli¢ini tekucine iznad proma-
trane tocke. Ova pojava zove se hidrosta-
A BCD ticki paradoks ili zakon spojenih posuda.

Slika 9.5.

pL=Dp2=p3=Da (9.1.20)

jerje hl :h2:h3:h4:h.
Ako se neko tijelo nalazi u fluidu, onda vazi Arhimedov zakon.

Definicija 9.1.5 Svako tijelo uronjeno u tekuéinu gubi od svoje tezine
koliko je tezina istisnute tekucine tim tijelom.

Ovaj kvalitativni zakon mozemo
hlI“ ob:jasniti 'Pojzjwor'n SQe' uzgona (Fu)
i koja se uvijek javlja prilikom uranjanja
nekog tijela u fluid.
h, Na osnovi relacije za hidrostaticki
tlak (9.1.19) vidimo da on raste sa du-
binom. Ako neko tijelo stavimo u fluid,
onda ¢e na njegovu povrsinu djelovati
———" odredeni staticki tlak od strane fluida.
p Boé¢ni tlakovi su jednaki jer za
2 svaku dubinu odgovara jedan par
suprotnih tlakova tako da je:

> Phos =0 (9.1.21)

Slika 9.6.

No, gornji i donji tlak su uvijek razli¢iti i to tako da je donji tlak
uvijek veci od gornjeg tlaka.

p2 —p1 # 0 jer je hg # h1 = p2 —p1 = Ap (9.1.22)
Kao posljedica postojanja razlike tlaka javlja se uzgon:

F,=Ap-8 (9.1.23)
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Na osnovu relacija (9.1.22) i (9.1.23) slijedi

F, = Ap-S=pS—mS
= pghaS — pgh1 S

= pg(ha —h1)S
Fo = prg-Vi (9.1.24)
ili vektorski
Fu=—p;-Vi- G (9.1.25)

Deﬁnicijial> 9.1.6 Prilikom uranjanja tijela u fluid uvijek se javlja sila
uzgona (F'y,) koji lezi na praveu Zemljinog ubrzanja, ali uwvijek ima
suprotan smjer, tj. tmamo pojavu smanjenja tezine tijela. Vrijednost
uzgona ovisi o gustoti fluida (py), volumena tijela uronjenog u fluid
(Vi) i Zemljinog ubrzanja (7g’) (slika 9.7.).

Napomena: Treba obratiti pozornost da V; predstavlja volumen
tijela samo kada je cijelo tijelo uronjeno u fluid. Ako tijelo, na primjer
pliva, onda je V}/ volumen tijela koji je uronjen u fluid pa onda taj dio
tijela sudjeluje u uzgonu koji ima slijede¢i oblik:

Fo=p;-Vi-g (9.1.26)

Slika 9.7.

Na povrsini realnog fluida pojavljuju se procesi koji ne podlijezu
zakonima statike fluida (na primjer, ne vazi Arhimedov zakon). Razlog
lezi u tome $to se na slobodnoj povrsini fluida javlja napetost. Unutar
fluida sve su ¢€estice u medusobnoj interakciji (medumolekularne sile)
i ta je interakcija u ravnotezi. Na slobodnoj povrsini ne postoji red
molekula iznad povrsine pa se javlja rezultanta sila izmedu molekula
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koju nazivamo napetost (vidi sliku 9.8.). Razlicite realne tekuéine
imaju razlic¢ite molekule, pa ni sila napetosti nije ista. Ovu razliku
odredujemo koeficijentom napetosti povrsine:

LW
 ds

Ona odgovara radu dW koji je potrebno utrositi da bi se slobodna
povrsina fluida povectala za ds. Dimenzija napetosti povrsine je %

(9.1.27)
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9.2 Problemski zadaci

Problem 9.2.1 U posudi prikazanoj na slici 9.9. nalazi se fluid. U

naznacenim tockama promatrajmo hidrostatski tlak. Koji su od sli-
jedecih izraza tocni:

a) PA =DPAa,, PB=DPB, D) DPa=pB=DpC
C) PA, = PBy = Py d PA > DPB > PC

Slika 9.9.

Odgovor:
Tocan odgovor je pod b)

ba=DpPB =DPC
jer staticki tlak u nekoj tocki (p = pgh) ovisi o visini fluida iznad pro-

matrane tocke. Tocke A, B i C se nalaze na istoj dubini u tekucini, tj.
nalaze se na istom hidrostatskom tlaku.

Problem 9.2.2 U kojem slutaju a), b), ¢) ili d) u tocki A imamo
maksimalni hidrostatski tlak (slika 9.10.)?

Odgovor:

a) \;L-lh c) d)
Slika 9.10.

U slucaju pod d), jer je u tom slucaju dubina na kojoj se nalazi
tocka A jednaka

d=h+ R

dok je u drugim sluc¢ajevima manji iznos dubine.
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Problem 9.2.3 Duvije posude prikazane na slici 9.11. ispunjene su
vodom. U Siru posudu je nasuto 10 1, a v uZu 5 1 vode. U kojem
slucaju ¢e biti veéi hidrostatski tlak na dnu posude?

Odgovor:
Kao sto je prikazano na slici
S N 9.11., u uzoj posudi se nalazi
“*6 o8 anogf} 85 I vi&i stupac tekuéine. Na osnovu
O ©nS . . .
c%&c ey, (NS izraza za hisdrostatski tlak
a)
= pgh
Slika 9.11. b=rg

slijedi da je tlak na dnu posude
veci u uzoj posudi. Kao §to se vidi u izrazu, hidrostatski tlak ne ovisi o
koli¢ini tekucine u posudi, nego samo o visini stupca tekuéine i njenoj
gustodi.

Problem 9.2.4 U posudu napunjenu vodom do prelivne cijevi postavi
se komad drveta (slika 9.12.).

a) Hoce li se promijeniti tlak na dnu posude?

b) Sto ée se dogoditi ako posuda nije napunjena do prelivne cijevi?
Odgovor:

a) Ako je posuda napunjena vodom do pre-
livne cijevi i ubaci se komad drveta,
nece doc¢i do promjene tlaka na dnu po-
sude zbog toga sto necte do¢i do po-
rasta visine stupca vode (jer ¢e voda
kroz prelivnu cijev isticati u manju po-

Slika 9.12. sudu).

b) Ako posuda nije napunjena do prelivne

cijevi i ubaci se komad drveta, tada ¢e

do¢i do porasta razine tekuéine u posudi (razine maksimalno

moze porasti do prelivne cijevi), a time ¢e do¢i i do promjene
tlaka na dnu posude.
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Problem 9.2.5 Na slici 9.13. prikazana je vaga sa dvije cilindricne
posude. Vaga je dovedena u poloZaj ravnoteZe.

a) Dodavanjem iste koli¢ine tekuéine procijenite u kojoj posudi ¢e
biti viga razina tekucine?

b) Je i hidrostatski tlak na dnu jednak u obje posude?

c¢) Hoce li se poremetiti ravnoteza vage?

L L

N

Slika 9.13.
Odgovor:

a) U lijevoj uzoj posudi ¢e biti visa razina vode jer se u posude
ulijeva jednaka koli¢ina tekucine.

b) Hidrostatski tlak na dnu posude je veéi u lijevoj, uzoj posudi,
jer je u njoj veta razina tekucine.

¢) Do poremecaja ravnoteze vage nece doci, jer su kolicine tekuéine,
odnosno mase tekucina, jednake u obje posude pa je ravnoteza odrzana.

Problem 9.2.6 Duije spojene posude koje su prikazane na slici 9.14.a)
napunjene su vodom do iste visine. Hoce li voda prelaziti iz jedne po-
sude u drugu ako se otvori ventil S izmedu njih? Ako se u jednoj posudi
nalazi voda, a u drugoj benzin, do iste visine, hoce li te¢nost protjecati
iz jedne posude u drugu, ako se otvori ventil S? Obje pojave razmotrite
i u slucaju kada cijev spaja posude kao na slici 9.14.b).

Odgovor:

Voda nece prelaziti iz jedne
posude u drugu, zbog toga §to
su obje posude napunjene do iste
visine istom tekué¢inom (vodom),
pa je hidrostatski tlak u obje po-
sude isti.

U slucaju da je u jednoj po- Slika 9.14.
sudi voda, a u drugoj benzin,
voda ¢&e prelaziti u posudu sa benzinom, zbog toga sto je hidrostatski
tlak veti na toj razini.
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Naime, hidrostatski tlakovi iznose

PH0 = PH,0 9 h
Pven =  Pven "9 h
kako je

PH>O > Pben == PH20 > DPben

U sluc¢aju da su obe posude napunjene vodom nece do¢i do prelaska
tekuéine, a u slucéaju da imamo vodu i benzin do¢i ée do prelaska iz
istog razloga kao pod b).

Problem 9.2.7 Na slici 9.15. su prikazane dvije posude napunjene
do jednakih visina, jedna vodom, a druga Zivom. U pocetku su ventili
Sy i Sy zatvoreni. Sto ¢e se dogoditi ako se otvori ventil S1? Hoce li

se nastalo stanje tekucine u posudi promijeniti kada se otvori i ventil
So?

Odgovor:

Ag Ziva ¢e iz desne posude pri-
| je¢i u lijevu i potiskivati vodu
S, navise, sve dok se ne usposta-
casrzass () e vi ravnoteza hidrostatskih tlakova
(vodenog i zivinog stupca), racu-

g Sy najué¢i od donje razine.
CERE 2. () oo Hoce, jer tlakovi na krajevima
Slika 9.15. gornje cijevi, gdje se nalazi ven-

til S nisu jednaki (treba uzeti u
obzir da ¢e ziva zbog vete gustoce biti pri dnu posude).

Problem 9.2.8 Na slici 9.16. je demonstriran uredaj koji se sastoji
od staklenog zvona, pod kojim se nalazi balon u kojem ima odredena
kolicina obojene vode i prazna ¢asa. Balon je dobro zacepljen gumenim
cepom kroz koji je provucena savijena staklena cijev, ¢iji jedan kraj
dodiruje dno balona, a drugi dno caSe. Plo¢a na kojoj je sastavljen
ovaj uredaj spojena je sa zratnim usisavacem. Sto te se desiti ako
ispod zvona poénemo ispumpavati zrak? Objasni odgovor.
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Odgovor:

Kako se iz staklenog zvona izvlaci zrak, doc¢i
¢e do podtlaka ispod zvona, a time i u otvorenoj
¢asi. U balonu nece do¢i do promjene tlaka (tj.
ostat ¢e pocetni tlak koji je visi nego li u c¢asi
gdje se tlak smanjio), jer je balon dobro zace-
pljen gumenim ¢epom. Zbog toga ¢e doé¢i do
preticanja vode kroz savijenu staklenu cijev u
¢asu iz balona, i to istjecanje ¢e trajati sve dok
se tlakovi unutar balona i tlak pod staklenim zvonom ne izjednace, jer
se istjecanjem vode iz balona tlak unutar zacepljenog balona snizava,
a ispod staklenog zvona lagano raste.

Slika 9.16.

Problem 9.2.9 Ako se iz zra¢ne puske pogodi kuhano jaje, na njemu
¢e ostati otvor kroz koji je proslo zrno. Medutim, ako se istim zrnom
pogodi svjeze jaje, ono ée se raspasti. Objasni ovu pojavu.

Odgovor:

Kuhano jaje je ¢vrsto pa se u njemu tlak prenosi samu u pravcu
djelovanja sile, a u svjezem jajetu (koje je tekuée) tlak zrna prenosi se
u svim pravcima jednako.

Problem 9.2.10 Posuda simetricnog oblika, prikazana na slici 9.17.,
napunjena je vodom i oslonjena na ostricu nepomitne prizme. Na
jednom kraju posude, u tocki A postavi se tijelo mase m, pri ¢cemu je
gustoca tijela veta od gustote vode. Hoce li tijelo dospjeti u tocku B i
objasnite oba poloZaja, odnosno, hoce li se poremetiti ravnoteza?

Odgovor:

Da bi se rijesio ovaj problem, mora se
uociti da tijelo na povrsini vode (u tocki A)
vrsi tlak, a prema Pascalovom zakonu taj
tlak se ravnomjerno §iri kroz vodu tako da
nete doc¢i do poremecaja ravnoteze. Buduci
da je gustoca tijela veta od gustoce vode,
tijelo ¢e tonuti i u tocki B ¢e doéi u dodir
sa dnom posude, $to ¢e izazvati poremecaj
ravnoteze, jer se tlak (sila) kroz ¢vrsto tijelo
prostire duz pravca tlaka (sile) pa je ravnoteza poremeéena i doéi ¢e
do prevrtanja posude s vodom.
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Problem 9.2.11 Tijelo prikazano na slici 9.18. istisne odredenu koli¢inu
vode koja se prelije u praznu menzuru. Na osnovu podataka sa slike
odredite intezitet sile uzgona koja djeluje na tijelo. Hoce li se promi-
jeniti sila uzgona, ako se u posudu doda izvjesna kolicina soli?

Odgovor:
Sila uzgona koja djeluje na tijelo
jednaka je

Fu = Ptek " 9 V
1000—3 kg 981— 1-10~4m3
_ 008N

Dodavanjem soli u vodu gustoca

vode se povetava.
Kako sila uzgona ovisi direktno o gustoci tekuéine u kojem je tijelo
uronjeno, porast ¢e i sila uzgona proporcionalno porastu gustoce.

Problem 9.2.12 Duije metalne kugle, jednakih volumena, objesene

su o nit 1 uronjene u vodu. Jedna je od olova, a druga od aluminija. Na

koju kuglu djeluje veca sila uzgona? Koja nit trpi jacu silu istezanja?
Odgovor:

S Intezitet sila uzgona na obje kugle

E E je jednak, jer kugle imaju isti volumen

3% 5( R% i uronjene su u tekucinu iste gustoce.
- E%Ooy ‘:9 ’ 930 D2 Nit na koju je objesena olovna kugla

%o - é@%%é%;\(@c %g)qﬁi trpi jacu silu istezanja, jer olovna kugla
Slika 9.1 ima veéu masu od aluminijske (zbog vece

gustoce ppy > py;), a time i vetu tezinu.

Problem 9.2.13 Na polugu vage objesena su dva tijela od Zeljeza jed-
nakih masa (slika 9.20.). Kada se jedno tijelo uroni u posudu s vodom,
a drugo u posudu sa alkoholom, ravnoteza se poremeti. Objasnite ovu
DPOJAVU.
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Odgovor: ™
Do poremectaja ravnoteze dolazi & &
zbog toga §to se mijenja sila uzg- et
ona, jer vrijedi Oql;@
§ ol
Fu=Prer -9V o o
a kako je Slika 9.20.

Puode > Palkohola

to ¢e i sile uzgona biti razlicite.

Problem 9.2.14 Poznati gréki filozof Arhimed dobio je zadatak od
kralja Sirakuze da provjeri je li magjstor za izradu krune upotrijebio
cjelokupnu dobivenu kolicinu zlata i srebra, ili je utajio nesto zlata,
zamijenivst ga nekim drugim metalom. Naime, masa izradene krune
1 2zbroj masa koli¢ina metala zlata © srebra bili su jednaki pa se to na
prui pogled nije moglo utvrditi. Kako je Arhimed rijesio ovaj problem?

Odgovor:

Arhimed je pomoc¢u vage ustanovio da je masa krune jednaka masi
dobivenih koli¢ina metala, $to nije bio dovoljno da utvrdi da je kruna
izlivena upravo od dobivenih koli¢ina metala. Budu¢i da je mjerenjem
sile uzgona utvrdio da je zapremina krune jednaka zapremini dobivenih
koli¢ina metala, on je bio siguran da je kruna napravljena upravo od
tih metala, tj. da nisu dodavani drugi metali, niti je promijenjen odnos
zlata i srebra.

Problem 9.2.15 Duije posude jednakih zapremina i masa, ispunjene
su vodom do vrha (slika 9.21.). Ako se jedna posuda nalazi na jednom,
a druga na desnom kraku vage, ona ce biti u ravnotezi. Hoce li vaga
ostati u ravnotezi ako se u jednu posudu stavi komad drveta?

Odgovor:

Hoce, jer ¢e tezina istisnute tekuéine
iz posude biti jednaka tezini tijela. Za-
pravo, iz desne posude &e isteti up-
ravo onoliko teku¢ine koliki volumen ti-
jelo bude uronjeno u vodu, a prema

Slika 9.21.
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Arhimedovu zakonu, to je upravo ono-
liko koliko tezi tijelo, pa je ukupna masa
s obje strane vage ostala ista, a time i ravnoteza nec¢e biti poremecena.

Problem 9.2.16 Na slici 9.22. je prikazana vaga u ravnoteZi. Hoce
li se promijeniti ravnoteza vage, ako se konac o kojem wvisi tijelo A
produ®i, tako da se ono uroni u vodu? Sto ée se dogoditi ako se konac
toliko produzi da tijelo padne na dno posude?

Odgovor:

Ako se konac produzi da tijelo uroni u
vodu, nec¢e do¢i do poremecaja ravnoteze, jer
¢e se djelovanje posude povecati onoliko ko-
L liko iznosi sila uzgona. Ako tijelo padne na

Slika 9.22. dno posude, tada se dio tezine prenosi preko
dna posude, a dio preko dodatnog povetanja
djelovanja posude kolika je sila uzgona.

Problem 9.2.17 U metalnoj kutiji (slika 9.23.), koja pliva na povrsini
vode u nekoj posudi, nalazi se komad Zeljeza. Hoce li se razina vode u
posudi promijeniti, ako se Zeljezni komad izvadi iz kutije © postavi na
dno posude?

Odgovor:
/ Razina vode u posudi ¢e
o] e g s O se spustiti. Razlog tome lezi
O D C D& (o2 e i) CO ;. se x 7e -
%‘%éﬁd}%‘ﬁoﬁ 00008 ;g@ccb( u vecoj gustog zeljeznog ko
g 520 o2mt ©75 7 g Qarol mada. Kada je komad u po-
Q0 0B © 0 & D% @O%);%‘. sudi, on ¢e istisnuti toliki vol-
S @Sl'k 093 —= umen tekuéine koliko tezi ti-

ika 9.23.

jelo, a taj volumen tekucine je
puno veci od volumena tijela
zbog manje gustoce tekucine. Kada je zeljezni komad u vodi, on ¢e
istisnuti samo volumen tekuéine koliko iznosi i volumen Zeljeza (razlika
volumena, odnosno tezine djeluje na dno posude gdje se nalazi komad
zeljeza).
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Problem 9.2.18 Na slici 9.24. je prikazana vaga u ravnotezi. Hoce li
se promijeniti ravnoteza vage, ako se konac o kojem wvist tijelo produZi
i tijelo potopi u vodu (tako da tijelo ne dodirne dno posude)?

Odgovor:

Do¢i ¢e do promjene '§ Z
ravnoteze vage. I

Moze se dokazati da C@”Q s
ravnotezu vage narusava B~

sila ¢iji je intezitet dvos- §

turko ve¢i od inteziteta AN

sile uzgona koja djeluje na Slika 9.24.

tijelo uronjeno u teku¢inu

(prilikom rjesavanja pro-

blema potrebno je razmotriti ukupne sile koje djeluju na cijeli sustav).

Problem 9.2.19 U dvije menzure je naliveno tekucine razli¢itih gus-
tota. Sto se mo%e zakljuciti o gustotama tekuéina, ako je prazna men-
zura uronjena do razine dna? Kolika je gustoéa tekuéine u lijevoj men-
zuri ako je u desnoj voda?

Odgovor:

Iz zadane slike 9.25. moze se
zakljuciti jedino o odnosu gustoca
tekutina. Kao sto vidimo odnos
tek¢ina u lijevoj menzuri u odnosu na
desnu jednak je

Slika 9.25.

prLpp=9:10
Buduéi da je u desnoj menzuri voda ¢ija je gustoca

kg
= 1000—
Pv m3

zakljuéujemo da je u lijevoj menzuri tekuc¢ina gustoce

kg
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Problem 9.2.20 Tri tijela istih zapremina nalaze se u tockama A, B
i C'i to tako da tijela A i B isplivaju, a tijelo C tone. Kako se odnose
sile potiska Fa, Fp i Fo? Objasnite odgovor.

Odgovor:

Buduéi da je sila uzgona po defini-
ciji jednaka

Fo=p-g'V

Ph

to slijedi
Slika 9.26.

gdje su p gusoca i V volumen tijela.

Kao sto vidimo veli¢ina uzgona ne ovisi o dubini na kojoj se nalazi
tijelo (pri ovome se ne uzima u obzir promjena gustoée tekuéine s
dubinom). U slu¢aju da se uzima u obzir promjena gustoce tekuéine s
dubinom, onda ¢e se promijeniti i sila uzgona proporcionalno promjeni
gustoce tekuéine.
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9.3 Primjeri

Primjer 9.3.1 Za koliko ¢e se stisnuti voda ako je podvrgnemo tlaku u
1znosu od p = 1000 bar pri temperaturi T = 293 K. Modul elasticnosti
pri ovim wvjetima iznosi E, = 2.88 - 109 Pa?

Rjesenje:

Modul elasti¢nosti je zadan izrazom

dp V

Bv=—Viy = ~avt?

odakle je relativna promjena volumena

AV Ap 108 Pa
v~ E,  288-109Pa —0.03472

ili prikazano u postotcima pocetnog volumena

AV
vV = —3.472%

tj. voda ¢e se stisnuti za 3.47%.

Primjer 9.3.2 Kako se mijenja gustota kapljevine s promjenom tlaka
uz konstantni modul elasti¢nosti?

Rjesenje:

1z izraza za modul elasti¢nosti

B dp av. dp
E=Vir=v="F

1 mase

m = pV =konst./d

v d
0 = Vdp+pdV = =2
Vv p



9.3. PRIMJERI 361

dobivamo
do _ dp,
p F
pd . P
0
— = =4
p E/p
Po Po
1
Inp—Inpy = —+(p—rpo)
p—pg
p = po-€F

Primjer 9.3.3 Koliki je ukupni tlak u dubini mora od h = 1200 m ako
je pri povrsini normirani atmosferski tlak po = 1.013 - 10° Pa? Koliko
bt taj tlak iznosio na najvetoj izmjerenoj dubini u Marijanskoj brazdi
koja iznosi 11022 m ¢

Rjesenje:

Ukupni tlak na dubini h jednak je zbroju tlaka pri povrgini i
hidrostatskog tlaka stupca vode

k
p = po+pgh=1013-10°Pa+ 1030—= - 9.81 - 1200m
m S
= 1.22-10" Pa
a u Marijanskoj brazdi
k
p = po+pgh=1.013-10°Pa + 10305%; : 9.818—H2l .11022m
= 1.11-10® Pa ~ 1100 atm

Primjer 9.3.4 Koliko iznosi gustoca morske vode pri konstantnom
modulu elastitnosti E = 2.7 - 10° Pa, na najvecoj do sada izmjerenoj
dubini h = 11022m, ako je gustota morske vode pri povrdini ppo, =
1 bar jednaka py = 1020%% ¢

Rjesenje:
Hidrostatsi tlak na dubini h iznosi

k
p—po = pgh = 1020—= . 9.81= - 11022m = 1.1- 10° Pa
m S
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pa je gustoca
p=po kg  110410%pa

P kg
p=poe ¥ =1020— e 2710%Pa = 1062.6—
m m

Primjer 9.3.5 Koliki je modul elasticnosti E kapljevine koja je stis-
nuta u posudu volumena Vo = 0.8m?3 pod tlakom po = 1000bar pa
je zatim stisnemo u posudu volumena V = 0.795m3 pod tlakom p =
1250 bar ¢

Rjesenje:

Modul elasti¢nosti jednak je

dp Ap P —Po
E = —_ _— = — _— C—_—
VdV VAV v V-1
108 Pa — 108
_ gyt 125-10%Pa—10°Pa o

0.8m3 — 0.798 m3

Primjer 9.3.6 Odredite gustocu fluida lakseg od vode pomotu U - ci-
jevi, ako su izmjereni slijedeti podatci: hy = 120mm stupca fluida i
Ah = 36 mm stupca fluida. Pretpostavijamo da se fluid ne mijesa sa
vodom.

Rjesenje:
Kako moraju u tockama O biti jednaki %@ 1
tlakovi, to mora vrijediti ‘62 h Ah
okt | TR TZo
hy-pyp=hy-p, e L A
Iz slike 9.27. vidimo da vrijedi ;
hy =hy — Ah
pa je

hy-py = (hy—Ah)-p,

Ah

= 700—

Dakle, teku¢ina ima gustocu 700%.
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Primjer 9.3.7 Balon mase m = 60kg napunjen je sa 300m?> helija.
Koliki je maksimalni teret koji moze ponijeti balon (slika 9.28.)? Ko-
liki bi bio taj teret da smo balon ispunili vodikom? Pri normiranim
uvjetima gqustota zraka iznosi py; = 1.29%, helija pge = 0.17971:1% 1
vodika pp, = 0.09%%.

Rjesenje:

Balon je maksimalno optere¢en kad je
ukupna sila koja djeluje na balon jednaka
nuli, tj. kada je ukupna tezina balona,
tereta i plina unutar balona jednaka sili uzg-
ona.

G = F,
(mi+ma+mg)-g = p.-g-V
gdje su:
m1— masa balona,
m9— masa tereta i
ms = pg. - V— masa plina helija.
Slika 9.28. Jednadzba poprima oblik

m1+m2+pHe'V:pz'V

odnosno maksimalni teret je jednak

mz = (pz_pHe)'V_ml
k k

- (1.29—g3 - 0.179—g3> -300m® — 60 kg
m m

= 273.3kg

Ako balon ispunimo vodikom dobivamo, u prethodnoj jednadzbi
samo zamijenimo vrijednosti gustoce plina helija sa vrijednustéu gus-
to¢e plina vodika. Tada dobivamo

my = (p,—pu)V—m
k K

= <1.29—g3 - 0.09—%) -300m® — 60 kg
m m

— 300kg

Dakle, sustav napunjen vodikom bi mogao ponijeti 26.7kg vise
nego kada je balon napunjen helijem.
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Primjer 9.3.8 Cilindricna Zeljezna cijev, debljine stijenke Ar = 1mm,
zatvorena je ma svojim krajevima diskovima zanemarivih masa. Ako
je iz cijevi izvucen zrak, koliki treba biti vanjski polumjer cijevi R da
bi ona lebdjela v zraku? Gustota Zeljeza je pp, = 7880%%, a zraka
p, =1.2958

Rjesenje:

Da bi cijev lebdjela u zraku, sila uzgona zraka mora biti jednaka
tezini cijevi F,, = G.. Tezina cijevi jednaka je

Ge=mec-g=ppe- Ve 9= ppe- [2RAT—(AT)2} -mhyg
gdje je

V. =rh- [R2 —(R- Ar)2] = th- [2Rm - (Ar)ﬂ
Sila uzgona jednaka je

Fu=p,-V-g=p, -7hRg
pa izjednacavajuéi uzgon i tezinu

p, - ThR*g = pp, - |2RAr — (Ar)?| - whg
dobivamo

_ 2ppe - ATR_ PFe " (AT)Q

Pz Pz

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su

R? =0

Ryq = = Pre. [1i 1+ pZ} —12.22m
z PFre

gdje rjesenje s predznakom minus nije fizikalno.
Primjer 9.3.9 Tijelo pliva na povrsini Zive tako da mu je 19.85%
volumena potopljeno u Zivu. Koliki je postotak volumena potopljen u

zivu ako se preko tijela prelije voda, tako da tijelo bude potpuno pod
vodom?

Rjesenje:
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i F(Ifzo) Ako tijelo pluta u zivi, sila uzg-
% | ona jednaka je tezini tog tijela (slika
9.29.a). Po Arhimedovu zakonu vri-
jedi:
FG = UHg
mg = p-Vi-9=pug-Vug-g
Prg - 0.1985-V; - g

Slika 9.29. gdje su:
pt, Vi - gustoca i volumen tijela,
Prgs Vig - gustota zive 1 dio vol-
umena tijela koji je potopljen u zivu.
Iz prethodne jednadzbe slijedi:

pr = 0.1985 py,
kg

k
— 0.1985 - 13600—= = 2669.6—=
m m

Ako tijelo prelijemo vodom (slika 9.29.b), javlja se dodatna sila uzgona
vode na tijelo. Ozna¢imo volumen tijela u vodi V1, a volumen tijela u
zivi Va. Tada je

Fo = UHQO +U Hg

mg = pV-g=py,-Vi-g+pug-Va-g
gdje je p, gustoca vode. Odavdje slijedi

pe-V=py - Vit pug-Va
no, ukupni volumen jednak je

V=V+V
pa eliminacijom npr. Vj slijedi

pe- Vo= py (V=Va)+py,- Vo

_ 2669.6<& — 1000=<&
PPy m: m’ 7 0.1325 V
PHg — Po 1360058 — 100025

Vo = 13.25% V

‘/2:

dakle, 13.25% tijela ¢e biti potopljeno u zivu.
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Primjer 9.3.10 Pronadite omjer polumgjera mjehura zraka na povrsing
vode © na dubini od h = 100m, pri ¢emu je tlak pri povrsini vode
po = 10° Pa. Zanemarite napetost povrsine vode te ratunajte uz kon-
stantnu temperaturu.

Rjesenje:
Koriste¢i izraze za jednadzbu stanja ide-

alnog plina uz konstantnu temperaturu i )Obo;g) & NAE
hidrostatski tlak slijedi 56 = o] Pl
ot aq P 60w T
of % . g
° @5 % ® el
0599083"0 8 °og°ebo,c
po-Vo = p-V Q?OO"‘eo@o 8; R
SRIELCT: SIS T
\ p = p(h) =po+pv4g-h e F e 90%588015’0
T T A o® e b
3 3 o © 30 od
po-— 1o = (po+p,-gh)-—-r A oo vodas
3 3 oo °°° ‘633‘90 OO Qj° OO°QO
% e oo ‘&og‘ °°o&j 0
gdje su po tlak i Vp = TTO volumen pri ‘000853_\_"_9 € b o
povrsini vode, a p tlak 1 V = 43” r3 volumen R . 6%5 20" 0°8F s8¢
mjehura zraka na trazenoj dubini h. Slika 9.30.

Odavde je trazeni odnos polumjera

TS_poervgh ( pvgh>

o pvgh 103—$ 9.815—121 - 100 m _ 991
ro 105 Pa -

Primjer 9.3.11 U posudi oblika valjka ¢iji je polumjer dna r = 0.2m
Uliveno je V,, = 51 vode. U posudu se spusta staklena kocka gustoce
Ps = 2500%. Koliku je silu potrebno upotrijebiti da se kocka podigne
sa dna? Masa kocke je m = 0.5kg?

Rjesenje:
Brid kocke iznosi

m
‘/S = a3:—

5k
o = 32— o] 2L _ g o58m
e\ 250035
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Kada se kocka uroni u vodu, razina je vode u po-

sudi
V, = r’mh— ha?
v,
h = —Y%
r27 — a2
10-3 .3
- o107 m — 0.041m

(0.2m)* 7 — (0.058 m)?

' pa je potrebna sila kako bi se kocka podigla sa dna
Slika 9.31. posude jednaka

F = mg-U
= m-g—p,- gha’
= (m—p,ha®)-g

k
— |0.5kg — 10°—= . 0.041m - (0.058m)?| 9.81 5

m S
= 3.53N

Primjer 9.3.12 Aerometar je uronjen u vodu p; =
103;1{1%,- do dubine hy = 0.1m, a u benzinu gustoce py = 700;1(1%,- do
dubine hy = 0.15m (slika 9.32.). Koliko ¢e duboko uroniti aerometar
u tekucinu gustote p3 = 2.5 - 103% ¢

Rjesenje:

Pretpostavimo da je
popre¢ni presjek cijevi
aerometra S, a volumen
kugle na dnu areometra
V' iz uvjeta ravnoteze sli-
jedi da je tezina areome-
tra jednaka sili uzgona

i

B =
o
e S
) h2 > -
D
Om &)
L %
o
8

Slika 9.32. Ovaj uvjet vrijedi bez
obzira u kojoj teku¢ini se

G=F,

nalazi uronjen aerometar.
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Oznacimo gustocu vode sa p;, gustoCu benzina sa p,, a gustotu
nepoznate tekucine sa p;. Tada vrijedi:

meg = (V+S-h)p-g=V="—8h

1

m-g = (V+S-h2)-p2-g:>V:pﬁ—S-h2
2

m-g = (V+S-h3)-p3-g:>V:pﬁ—S-h3
3

Ovo je sustav od tri jednadzbe s tri nepoznate V, S i hg. Rjesenje
je sustava

E—S-hl — ﬂ_g.h2:>5: m <i_i>

01 Do hi—hy \p. po
1 1
M ghy, = 2 gip— =" .<___>
Do 3 hy —hs \py p3
odakle je

h3 _ h1+(h2—h1)-p2.(p3_pl)

p3 - (p2 = p1)
70025 - (2500 — 10002% )
= 01lm+(0.15m—0.1m) -

25005 - (70025 — 100045 )
= 0.03m=3cm

Primjer 9.3.13 Gustoca tekuéine u posudi dubine d = 3m je linearna
funkcija dubine. Gustota na dnu iznosi pg,, = 1.19;%1—3, dok je gustota
DT POVTSING Py 2G 5% manja od gustoée na dnu. Koliki je rad potreban
da se predmet mase m = 0.1kg i volumena V = 50 cm? podigne s dna

na povrdinu vode? Trenje u tekuéini zbog gibanja tijela zanemarite.
Rjesenje:
Buducéi da je gustoca linearna funkcija dubine, mozemo pisati

p(x)=Fkx+1
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Koristeti pocetne uvjete

g
= d) =119——
Pdno ,O() cmd

g
= =1.1306—
Poon = p(0) = 1130525

dobiva se
P (0) = Il= Ppov
p(d) = k'd+l:k'd+ppov:pdno
[ Pdno — Ppov

d

pa je funkcija gustoce tekuéine

(.1’) _ Pdno — ppov

d 'm+ppov

Sila koja djeluje na tijelo jednaka je

F(z) = m-g=-U(@)=m-g-p(x)-V-g

Pdno — P

a izvrseni rad je jednak

d
aw = F(m)dm//dw
0

D\;& D\,&

[(m_ppov.v)_g_(W_V.g>.x]dx

$to nakon integracije daje
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[ Pdno — Ppov 2
W = (m_ppov.v).g.x_dTp.v.g.%] |4
i Pdno ~— Ppov d2
= _(m_ppov'v)'d_ d £ V?:|g
_ (pt.v_ppm.v)_w.v}gd

P oV + pdno
= Vgd- (pt___g__?i____>
1130.5<& + 1190=8
— 50-10%m?-9.812 .3m 20003§5<_ m? m?
S2 m3 2
= 1.24J
gdje je
m  0.1kg kg

P T B0~ 2003

Primjer 9.3.14 Pretpostavljajuci da temperatura linearno ovisi o visinig
po zakonu T (h) = Ty — kh, gdje je To = 288K, a k = 6.5%, izracu-
najte barometarsku formulu za standardnu atmosferu (koristiti inZzen-
jersku plinsku konstantu za zrak R = % = 287KJK)' Izracunajte
vrigednost tlaka na nadmorskoj visini od h = 8 km, ako na razini mora

tlak 1ma vrijednost pg = 1010 mbar.
Rjesenje:
Koristeci formulu za hidrostatski tlak u fluidu
dp=—p-g-dh

i jednadzbu stanja idealnog plina

m R
Vo= "R T=—.R-T=p-V-—.T
b " M PV
p
— RT — p=
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dobivamo
g-p g-p
dp = —p-g-dh=— ~dh = — -dh
P P9 R-T R - (To— k- h)
dp g dh
p R Ty—k- h/ /
p h
p_ 9 [__dh
P R To—k-h
Po 0
smjenom u integralu na desnoj strani jednadzbe
u="Ty—kh = du= —kdh
odnosno dh = —%du slijedi
mpl= -2 (1) wm@—kon)
P Ipo R L n{to 0
n 2 9 To—k-h I To—k-h\FR*
Po Rk TO - To
p <T() —k- h) Rk
Po To

Koristeti vrijednost tlaka na razini mora za tlak na visini od h =
8 km dobivamo
9.81£2
6'51{_11(n -8km \ 27 g 6510 3K
288K )

= 101kPa - 0.8194452586 — 35 444 kPa = 354.44 mbar

p (8km)

101 kPa - <1 —

Primjer 9.3.15 Izracunajte temperaturu, tlak ¢ gustocu zraka na vising

od
h = 1km uz standardne uvjete (na h =0, tlak je po = 101325 Pa, gus-
toca zraka py = 1.225%%, temperatura Ty = 288K, te R = 287 ngK

pretpostavivsi:
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a) izotermnu atmosferu (7 = konst.),
b) adijabatsku atmosferu (ﬁ = konst.) i

¢) standardnu atmosferu (ﬁ = konst.).
Rjesenje:

a) Za izotermnu atmosferu vrijedu (uz 7' = konst.) i oznake p (0) =

Do, te p(O) = Po

p(h) = 22 pn)
Po
dp = —p(h)-g- dh:—g—g p(h)-g-dh

Odavde separacijom varijabli i integracijom dobivamo:

P h
d d
ap _ _@.g_dh//j/_p__@.g./dh
p Pbo p Po
Ppo o
Inp—1Inpy = —@-g-(h—()):>ln£:—@-g-h
Po Po Po
p(h) = po- o Do - ¢~ 1186107 m L

Koriste¢i uvjete zadatka za visinu A = 10%> m dobivamo

p(lkm) = po-e 1186107 m 107 m _ 88816 . py = 89993 Pa

kg k
p(1km) = 0.88816-;)0:0.88816-1.225H 1088—g

T(1km) = Tp=288K

b) Za adijabatski proces imamo [IE(};)] = odakle slijedi
K K p(h) Po 1
[o(W)]" = & = p(h) == -[p(W)]*
0 pg
_ __Po L
dp = —p(h)-g-dh=—=—1"-[p(h)]~-g-dh
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odakle separacijom varijabli dobivamo

h P
d : : d
_€:p0_f’.dh//:>pO_lg./dh:/_f
pﬁ
0

b pg Py po
Po- g K =1 r=1
0J., = .  _pth

. Kk—1 <p0 b )
Dy
K1 K1 K —1 Lo 9
O 5 h
Py
r=1 = g—1 py-g
P — pon _To—lh
P
Po k=1 py-yg
e ———'—1 'h
" K "
Po Po

odnosno

(k—1)-py-g-h]71
K- Po

= po(1-339-10°m™ " h

p(lkm) = po(1-339-10°m ' 10°m
= 0.88629 - py = 89803 Pa

p = po|l—
)3.5

)3.5

iz jednadzbe adijabatskog procesa slijedi

ph) _ m
[o ()] I
p(h) = po [1 - La= Dagh ;%Lﬁogh] .

— po(1-339-105m~" . p)*°

373

k k
p(1km) = 091739 p, = 0.91739 - 1.225—2 = 1.12385%

m3
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Promjenu temperature s visinom dobivamo iz plinske jednadzbe

po = po-R -Toip=p-R-T

v = m (H9)T

Po

Koristeti promjenu temperature po tlaku,

dl' k-1 1 _
_— = . — p
d k—1
P R o

1
K

te promjenu tlaka po visini

@:_p_g:_p-g
dh R'T

dolazimo do ovisnosti temperature o visini

ar _ dr dp (k-1 To 1 .(J"g)
dh dp dn \ Tk =P R'T
20
_ _K—l 9
N K R’
ar - -"Zl9 dh//
a K R’
T 1 h
K-1 g
ar = — I an
/ — 7/
To 0
k—1 g
Th) = Ty-2—=.92 .y
(h) 0 K R’

K
T(1km) = 288K —9.7659- 10_3E -10°m = 278.23K

c) Ako je n = 1.235 iz gornjih jednadzbi dobiva se
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p(h) = po- [1—(”’_1)"00'9'h]ﬁ
n-Po

= Po- (1 —92926-10°m!. h)5.2553
p(lkm) = 0.8868-py = 0.8868 101325 Pa = 89855 Pa

p(h) = pg [u%]ﬁ

= oo (12261075 m~t . p)**

Kk Kk
p(1km) = 0.8868-py = 0.8868 - 1.225—> — 1.0863—=
m m
ar_ n-1l 9
i~ n R
n—1 g
T(h) = Ty-— Z.p
(h) 0 n R’

K
T(1km) = 288K —6.5040- 10—3a -10°m = 281.5K

Primjer 9.3.16 Koliki je rad potreban da bi se kapljica Zive polum-

jera r = 2mm razbila na kapljice trostruko manjeg polumjera (opg =
0.488 )7

Rjesenje:
Polumjer novo nastale kapljice zive je r’ = 3, tada je

V/

3 927 27

Dakle, od jedne kapljice zive polumjera r, dobiva se 27 kapljica zive
trostruko manjeg polumjera r’. Pri tome se povr§ina povecala za

_4r ,3:4_7r.<r>3_47r r Vv

377 T3 °\3

S = 4r-r?

2
§' = amr?=am(3) _Am

AS = 27-5’—5:27-%”-r2—47r-1~2:87r-1~2
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pa je rad potreban za povetanje povrsine jednak
2 N -3 _\2 -5
W =o0pyAS =opg-8m-r 20.48E-S7r-(2- 10 m) =4.83-107°J

Primjer 9.3.17 Kapilarnu cjevéicu zatvorenu na jednom kraju uran-
jamo okomito u posudu s vodom. Da bi se izjednacila razina vode u
cjevtici 1 u posudi, treba uroniti v vodu 1% duljine cjevéice. Mocenje
je potpuno, tlak p = 10°Pa, a koeficijent povrsinske napetosti vode
o= 0.073%. Koliki je unutrasnji polumjer cjevéice?

Rjesenje:

Kapilara duljine [ i poprec¢nog
presjeka S ima volumen

YN

V=51 Tgy/
(SN
NS

i prije njenog uranjanja u vodu = : ]
tlak od p = 10°Pa. Uran- b ?:

o S o T o Y
janjem cjevcice u vodu dogada ST Y g.05% 9f7 9P © 00

Ooooc, 006 OO(O 0 e} 9 ©
e . . 1° o
se karakteristicna pojava kapi- 5o, © 83 @ OZ%’%%'@S > Fgpo® Fo
- 9 B q °°P o
larnosti tekucine. 088,88 23, 4 % 5o opd 0758 Focf o
. . o .. )% @c‘io %03 ° 7oooéogéo So 8 So n% )
Dio volumena cjevcice koji se °® 95 O 8, 0% 8584 % O
Sﬁ%opo o 72D < > 2 & 9
. . .o .o o 00 [e5 Q % ©
nalazi pod tlakom p’ i koji nije ==l 27 2 B 8ie00 P
ispunjen vodom oznacimo sa Slika 9.33.

V' =S-(I-h)

Pretpostavljaju¢i da kapilarna pojava uope ne mijenja temper-
aturu sustava, Boyle-Mariottov zakon daje

p-V = p-V
p-S-1 = p/-S-(l—h)
p-l = p-(I-h)

Tlak p’ slozen je od pocetnog tlaka p i tlaka kapilarnog stupca vode
Ap _ 20cosa 7

T

20 - cos «
P=p+Ap=p+—"
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gdje je r trazeni polumjer cjevéice, —— polumjer zakrivljenosti meniska

i a kut mocenja. Kako je mocenje potpuno, vrijedi cosa = 1 pa
prethodne jednadzbe daju

2 -
pel = (ww).(l_h)

20 -
p-h o= 258 g p
T

. 20 - cos o i—l
— —p h

2-0.0733 .1 l D) = 01445
= . — =0. mim
105 Pa 0.01 -1

Primjer 9.3.18 Kojom brzinom moZe rotirati kapljica vode mase m =
3-107%kg, a da se ne razdvoji. Povrdinska napetost vode iznosi o =
0.073#. Treba uzeti u obzir da se prilikom deformacije kapljice povetava
moment inercije kapljice.

Rjesenje:
Kapljica vode sfernog
— —-
Lo RS B oblika i polumjera r rotira
kutnom brzinom w de-
r 7 o formira se i u grani¢nom

—_—f— sluc¢aju se moze predstaviti
kao dvije sferne kapljice
polumjera 7’ koje rotiraju
oko osi, koja je tangenta
Slika 9.34. oko obje kapljice. Time se
povetava ukupna povrsina,
a smanjuje kineticka energija sustava. Zbog pojave povrsinske
napetosti vode povectava se povrsinska energija. Mora vrijediti zakon
oCuvanja mehanicke energije i koli¢ine gibanja, zbog toga §to je sus-
tav izoliran (nismo uzimali nikakve vanjske utjecaje na proces). Dok
kapljica ima sferni oblik, moment tromosti i kineticka energija sustava
je:

I =

By =

N~ ot b
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T~ iznosi

378
Kada se kapljica deformira dvije kapljice polumjera 7/, povr§ina
2

se povecava od S = 4m - 72 do S’ = 2 - 41 - "2 §to zbog 1’ =
AS =247 7% —Ax - r? =41 -1 (\3/5 1)

Dvije kapljice se vrte kutnom brzinom w’ oko osi koja je tangenta
za obje. Pomoc¢u Steinerova poucka za moment tromosti kapljica do-
2\ _ & ol 7,/2

5

bivamo
!/ 2 !/ 12 !/ /
I = 2. s +m-r
14 2 2
L :%._.m.ﬂ:%.[:zz.[
5 2 2 23 O 23
Prema zakonu momenta o¢uvanja koli¢ine gibanja slijedi
5
I -w I w 23
!/ !/ /
Tl w=I1 w=—w= 7 :%‘127-00
23
Kineticka energija dviju kapljica iznosi
5
1 3
E/:__I/_ /2:_'E
kT 5 w 7 k
Rad za povecanje povrsine jednak je promjeni kineticke energije
2 (3 23
AS-oc = dr-r (ﬁ—1) o=(1-%] B
5
_ 1 2_3 m-r? - w?
B 7 5
4 2.(v2-1)- 207 - (/2 —1) -
w = T (;/_ ) o T (\/_5 ) 024578_1
23 72 23
() (o)
5 5
23 23
~ w= 73 457571 = 207.2757!
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9.4 Zadatci

Problem 9.4.1 Dug, zatvoreni, okomito postavljen cilindar stalnog
volumena potpuno je ispunjen nestlacivom tekucinom gustoce p = 800%,
ostm veoma malog mjehurica idealnog plina netopljivog u tekucini koji
se zadrzava na udaljenosti hy = 10 m ispod vrha tekucine. Tlak na vrhu
tekuéine iznosi p = 10° Pa. Mjehuri¢ se oslobodi i dode na povrsinu

tekuéine. Koliki je sada tlak na povrsini tekuéine i na dubini hy?

Rezultat:
Ppov = 1.78 - 10° Pa, p;, = 2.57 Pa.

Problem 9.4.2 Izracunajte vrijednosti tlaka na nadmorskoj visini h =
100m, 500m, 1km, 5km, 10km ¢ 20km za izotermnu atmosferu, te
za standardnu atmosferu (2;[; = —6.5%). Nacrtagte funkciju h (p) za

standardne uvjete (pg = 101325 Pa, py = 1.225%%, To = 288K).

Rezultat:
Atmosfera  h(km) 0 0.1 0.5 1 5 10 20

izotermna  p(kPa) 101.3 100.1 955 90 56 31 9.5
standardna p(kPa) 101.3 100.1 95.5 89.9 54 264 4.3

h(km) A

izoter. atm.

stand. atm.

———— +—— + + + +
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
p(kPa)

Slika 9.35.

Problem 9.4.3 Ako je tlak na nadmorskoj visini h = 100m jednak
p1oo = 101kPa, koliki je tlak na vrhu planine visoke h' = 2110m?
Pretpostavimo da je temperatura svuda jednaka ¢ da iznosi T = 273 K.
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Rezultat:
P2110 = 78 468 Pa

Problem 9.4.4 U standardnoj atmosferi (ICAOSA - International
Civil Aviation Organization Standard Atmosphere) tlak i gustoca zraka
povezani su relaczyom =3 gdje je n = 1.235. PokaZite da to odgovara

temperaturnom gmduentu S = —6.5-107 3 IIfl Koliki je temperaturni
gradijent za adijabatsku atmosferu (n =1.4)7

Rezultat:
Zamn=1235 4% = _gn=l 65K
zan=14, 9 =Ll — 97661 103L = —9.7661

Problem 9.4.5 U moru pliva santa leda. Volumen sante leda iznad
mora iznosi V; = 2210 m3. Koliki je ukupni volumen sante leda ako je
gustota morske vode p, = 1030%, a gustota leda p; = 900% ¢

Rezultat:
V = 17510 m?3.

Problem 9.4.6 U U-cijevi ¢iji krakovi imaju razlicite polumjere ulivena
je voda. Kolika je razlika razina vode u krakovima U-cijevi ako su nji-
hovi polumjeri r1 = 4mm ¢ ro = 0.6mm? Pretpostavima da voda
potpuno moci stijenku cijevi.

Rezultat:
Ah =2.1cm.



Poglavlje 10

DINAMIKA FLUIDA

10.1 Osnovni pojmovi i definicije

Mi éemo uglavnom promatrati permanentno (stacionarno) strujanje
fluida. Za prikazivanje gibanja fluida koristimo model koji se zove stru-
jni pravci (strujnice), a to su linije po kojima se sukcesivno kreéu ces-
tice fluida. Osnovna karakteristika permanentnog strujanja fluida jest
vremenska nepromjenjivost brzine u pojedinoj tocki strujnog pravca.
Strujanje u nekim tockama (slika 10.1.) na primjer (1) i (2) ima za
sve Cestice koje dolaze u navedene tocke uvijek istu vrijednost brzine
v1 1 ve. Skup strujnica, tj. ograniceni fluid ¢ini strujnu cijev.

v, X1 X3
¢ ST i
2 —lel 2
=4 Wy T e
vy 1 .
1 ___________________________
Slika 10.1. Slika 10.2.

Na osnovu prethodno navedenog svojstva stacionarnog gibanja flu-
ida slijedi da ¢e na nekom popre¢nom presjeku S i S sve Cestice fluida
imati iste brzine v; i v9. Kako su idealni fluidi nestlacljivi slijedi da
je u nekom vremenu protjecanja (¢) kroz popre¢ne presjeke S i S

381
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protedi ista koli¢ina odnosno isti volumen fluida V; = V4, (slika 10.2.):
Vl = Sl X1 = Sl * U1 At (10.1.1)
VQ = SQ Ty = SQ c V9 At (10.1.2)

gdje je fluid presao duljinu u strujnoj cijevi z1 = vy - At i x9 = vo - At.
Dakle, vrijedi Sy - v1 = Sy - vo. Za stacionarno strujanje nestlac¢ljivih
fluida zakon o oCuvanju mase i energije izrazava se u obliku jednadzbe
kontinuiteta:

g=5-v=const. (10.1.3)
Jednadzba (10.1.3) zove se jednadzba kontinuiteta.

Definicija 10.1.1 Ako kroz neku strujnu cijev razlicitih popreénih pres-
jeka protjece permanentno fluid onda je produkt povrsine (S) popretnog
presjeka i brzine (v) kroz taj presjek uvijek stalan.

Vi

Slika 10.3.
Neka imamo neku strujnu cijev (slika 10.3.) razli¢itih poprjec¢nih

presjeka Ciji se krajevi nalaze na razli¢itim visinama hj 1 ho.
Onda se stacionarno gibanje fluida moze opisati preko Bernoullijeve
jednadzbe

1
p+p-g-h+§-p-v2:const. (10.1.4)

gdje su: p - gustoca fluida, v — brzina fluida kroz odredeni poprje¢ni
presjek i h — visina tog poprecnog presjeka s obzirom na referentnu
razinu.

Na osnovu relacije (10.1.4) vidimo da ¢lanovi zbroja imaju dimenz-
ije tlaka tako da kod stacionarnog strujanja fluida razlikujemo tri vrste
tlaka: p - staticki tlak, 3 - p - v? — dinamicki tlak i p- g - h — visinski
(elevacijski) tlak.
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Definicija 10.1.2 Zakon mozemo formulirati na slijedeci nacin: uku-
pan zbroj tlakova unutar stacionarnog strujanja fluida na bilo kom
poprecnom presjeku je uvijek stalan.

Posljedica: To ne znaci da je svaki pojedinaé¢ni tlak stalan, nego
se pojedini tlakovi mogu mijenjati jedan na ra¢un drugoga tako da je
ukupan zbroj uvijek stalan. Treba obratiti pozornost da staticki tlak
p = p-g-hyielevacijski tlak p - g - ho imaju isti oblik zakonitosti,
ali se radi o razli¢itim vrijednostima h. Za staticki tlak h; je dubina
promatrane tocke u fluidu, a za elevacijski tlak ho predstavlja visinu
promatrane tocke u odnosu na referentni nivo.

Prilikom gibanja realnih fluida javlja

X A se unutarnje trenje ili viskoznost. Kada
l N jedan sloj fluida klizi po drugom onda
A% >V imamo laminarno gibanje fluida. Kod re-
I > 'v’ﬂ+d'v’ alnih fluida izmedu slojeva se pojavljuje
1_»7 sila trenja odnosno viskoznost. Sila unu-
5 tarnjeg trenja izmedu dva sloja koji su
- povrsine S i nalaze se na medusobnoj

O—I* V' udaljenosti dz (slika 10.4.) iznosi

gdje je n - dinamicki koeficijent viskoznosti.

Jedinica za dinamicki koeficijent viskoznosti je (Pa- s).

Za laminarno strujanje fluida
kroz cijev duzine [ i promjera

= 2R = d vrijedi Poisseuilleov za-
R T—r— 4 kon.
ks TR (p1 —p2) - (B? —1?)
5> 0 = 10.1.
Py > 5 v 41 (10.1.6)
—
— Brzina strujanja v na udaljenosti
r od sredista cijevi je (slika 10.5.).
Slika 10.5. Ako sa wvg oznatimo srednju

brzinu koja kada bi bila konstan-
tan na cijelom presjeku cijevi onda je otpor pri laminarnom protjecanju
viskozne tekucine:

Fy. =8m-n-1-vg (10.1.7)
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Kada se kugla polumjera R giba kroz viskozni fluid brzinom v (slika
10.6.), a strujanje fluida oko nje je laminarno, sila trenja je dana preko

Stokesovog zakona:

Fy,=6r-n-R-v (10.1.8)

A

A

)

07y v
‘R/v—b
N—— )
M
Slikz;lO.G. B Slika 10.7.

Kada je strujanje turbulentno, tj. kada jedan sloj fluida zalazi u
drugi pri ¢emu se javljaju vrtlozna gibanja.

Pri vrtloznim gibanima otpor sredine je proporcionalna kvadratu

brzine:

1
F, :E-C'O-S-p-UZ (10.1.9)

gdje su: Cy — otporni broj, S — karakteristi¢na povrsina, p - gustoca
fluida i v — relativna brzina izmedu tijela i fluida.
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10.2 Problemski zadaci

Problem 10.2.1 Posuda sa vodom nalazi se na stalku (slika 10.8.).
Pretpostavimo da je referentni nivo na podu. Odaberite ponudene
odgovore i objasnite:

a) na dnu posude postoji: samo staticki tlak, staticki © visinski tlak
ili sva tri tlaka (staticki, visinski i dinamicki).

b) Ako pretpostavimo da je hy = hy onda je: visinski tlak jednak
statickom, jednak dinamacki, visinski © staticki tlak ili postoji samo
staticki tlak.

Odgovor:

a) Na dnu posude, u odnosu na tlo, pos-
toji staticki i visinski tlak.

b) Buduéi da je po definiciji staticki tlak
jednak

hz
pr=p-g-h
Slika 10.8.
a visinski
p2=p-g-hy

gdje je h1— visina vodenog stupca, a ho— visina dna posude u odnosu
na tlo. Slijedi da uvjet hy = hy daje

p1 =Dp2

Problem 10.2.2 Na slici 10.9. je prikazana horizontalna cijev ra-
zlicitih poprecnih presjeka. Ako pretpostavimo da se kroz cijev giba
fluid, onda na osnovu manometara mozemo zakljuciti da je smjer
gibanja fluida: u lijevo, u desno ili ne moZemo odrediti smjer gibanja.
Objasnite odgovor.
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Odgovor:

Smjer gibanja fluida moze biti
u oba smjera jer porast dinamickog
tlaka ovisi o povrgini poprec¢nog
presjeka, a ne smjera gibanja kroz
popre¢ni presjek. Vrijedi da je

p1 > p2 > P3
jer je
.02 .2 .02 Slika 10.9.
Py > P U > p- U3
2 2 2

Buduéi da je

S1-v1 =89 -v9 = 53 - v3
vrijedi

V1 < v < Vs
odnosno

S1 > Sy > S3

Problem 10.2.3 Na horizontalnoj cijevi, kroz koji se laminarno giba
fluid, postavljeni su otvoremi manometri. Na slici 10.10. zadan je
poprecni presjek, pri cemu je zadan samo gorngi oblik cijevi. Na osnovu
razine fluida u manometrima odredite donji oblik (profil) cijevi.

Odgovor:
S obzirom na zadane vrijed- o
. . .. . (o
nosti u manometrima, cijev bi 2h ©
morala s lijeva na desno biti uza, h gf’ﬁt %‘%
. e e e ey iod | 2
zatim se u sredini §iriti i na desnom o 1] Oh/ g > 0
. . o 00O ) [e3)
kraju bi se trebala naglo suza- ) % o ogP% o @o‘g@%%oo%%?o 500
t. . bt - 1 1._ 000% O%oo o 8o @ L ¥ 5
vati i biti uza nego li na svom li OR3P RL° ° 0o R oo L _
jevom kraju. Ako se visina h u Slika 10.10.

manometru udvostrucuje, tada se

povrsina poprecnog presjeka treba

smanjiti za v/2 puta. Na ovaj nac¢im bi mogli izra¢unati polumjere
cijevi na pojedinim mjestima i konstruirati sliku cijevi.
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Problem 10.2.4 Na slict 10.11. je prikazana vertikalna cijev ispod
koje se nalazi kuglica. Ako osiguramo strujanja zraka kroz cijev, po-
mocu uredaja prikazanom na slici, kuglica ¢e se podizati. Objasnite
oVU POJAVYU.

Odgovor:

Kao sto je prikazano na slici 10.11.
strujanje fluida izmedu cijevi i kuglice
povetava dinamicki tlak, a time se
smanjuje staticki tlak izmedu kuglice
i vertikalne cijevi.

Zbog razlika izmedu statickog
tlaka na dnu kuglice i boénog tlaka

Slika 10.11. javlja se bocna sila koja djeluje na
kuglicu. Bo¢na sila ovisno o brzini
strujanja fluida moze biti toliko velika

da vertikalna komponenta sile, uzrokovana zbog te razlike tlaka, svla-
dava silu tezine tijela i na taj nacin podize kuglicu prema gore.

Problem 10.2.5 Na slici 10.12. su prikazani profili. Koji od njih
odgovara poprecnom presjeku zrakoplovnog krila i zasto?

N_=

&
b) o)

Slika 10.12.

&//////'\\\\\\

Odgovor:

Popreénom presjeku zrakoplovnog krila je pod b) jer jedino kod tog
profila dolazi do povetanja strujanja fluida iznad krila i na taj nacin
se povecava razlika statickog tlaka ispod i iznad krila. Buduéi da je
iznad krila manji tlak u odnosu na tlak ispod krila ukupna sila zbog
razlika tlakova djeluje prema gore $to je Zeljeni efekt.
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Problem 10.2.6 Na slici 10.13. je prikazan pulverizator ili rasprsi-
vac kapljica. Objasnite princip rada.

Odgovor:

Kroz cijev (1) propusta se mlaz
zraka koji na suzenom kraju cijevi ima
veliku brzinu. Ovako velika brzina
zraka izaziva smanjenje statickog tlaka
na vrhu cijevi (2).

Razlika statickog tlaka na vrhu i Slika 10.13.
dnu cijevi (2) podize razinu tekuéine
u cijevi. Tekué¢ina koja se pojavi na
vrhu cijevi bit ¢e rasprsena mlazom zraka.

Problem 10.2.7 Veoma Siroka cilindrié¢na posuda A ima na dnu otvor,
koji se produZava u vertikalnu cijev B. Za cijev je spojen manometar
C (slika 10.14.). Donji kraj cijevi zatvoren je tepom tako da su razine
tekucine u posudi 1 manometru jednake.

a) Koji ¢e poloZaj imati razina tekuéine u manometru ako izvadimo
cep pustajuéi tekucinu da istice (zanemarite unutrasnje trenje tekuéine)?

b) Kako bi glasio odgovor ako se cijev suzava nanize?
Odgovor:

A

a) Ako se izvadi ¢ep iz ver-
tikalne cijevi B, razina vode u
manometru odgovara razini dna
otvora §to znaci da je prisutan
samo dinamicki tlak.

b) Ako se vertikalna cijev B Slika 10.14.
suzava, onda ¢e razina vode u
manometru biti nesto visa od
razine u slucaju pod a) jer se uz
dinamicki tlak zbog gibanja vode javlja i dodatni staticki tlak.
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Problem 10.2.8 Kako bi izbjegli zaustavljanje vlaka radi popunja-
vangja zaltha vode u lokomotivi, nekada se upotrebljavao sljedeti nacin:
1zmedu $ina iskopa se dugacki kanal s vodom. U taj kanal sa lokomo-
tive se spusti cijev savijena na nacin prikazan na slici 10.15.. Voda se
podize u cijev i prelijeva se u rezervoar lokomotive. Zbog cega se ovo
dogada? Je li brzina utjecanja vode u funkciji brzine lokomotive?

\
Y
) UQV
o
%Og.’o Az Bas

Slika 10.15.

Odgovor:

Ovako savijena cijev predstavlja neku vrstu Pitove cijevi, tj. ci-
jevi za mjerenje dinamickog tlaka. Gibanje lokomotive za cijev moze
predstavljati relativno gibanje fluida u suprotnom smjeru zbog cega
se javlja dinamicki tlak. Povetavanjem brzine lokomotive povetava
se i dinamicki tlak, a time i visina vodenog stupca koja je za neku
grani¢nu brzinu dovoljna za prelijevanje vode u rezervoar lokomotive.
Ako povetavamo brzinu lokomotive dolaziti ¢e do povetanja brzine ut-
jecanja fluida u rezervoar zbog vecteg dinamickog tlaka.



390 POGLAVLJE 10. DINAMIKA FLUIDA

10.3 Primjeri

Primjer 10.3.1 Automobil prevozi ulje qustote p = 870%%. Cisterna
je puna © ima oblik valjka ¢ija je duZina | = 4m. Odredite razliku
tlakova na prednjoj © zadnjoj strani cisterne za vrijeme kocenja. Pri
kocenju automobil, kretuci se jednoliko usporeno, smanji brzinu s vy =
36% na vy = 10.8% zat=3.5s.

Rjesenje:

Razlika tlakova dolazi iz razloga sto prilikom koc¢enja prednja strana
cisterne mora zaustaviti ulje (ulje zbog inercije pritis¢e prednju povrsinu
cisterne). Razlika tlakova jednaka je

gdje je sila F' jednaka sili potrebnoj da uspori ulje, odnosno
F:m-a:p-v.a:p-l.s.a
pa imamo

_pl-S-a
.

Usporenje dobivamo iz

Ap p-l-a

Mmoo
At

a

pa je

v — U1 kg 102 —32
Ap=pl —" =870—-4m.-—S—— 5
Pt m? T 35

Primjer 10.3.2 Vodovodna cijev u prvom popreénom presjeku ima
oblik kvadrata stranice a, a u drugom poprecnom presjeku ima oblik
kruga promgjera a. Koliki je odnos brzina protjecanja vode na myjestu
prvog i drugog popretnog presjeka?

= 6960 Pa = 6.96 kPa

Rjesenje:

Prvi popreéni presjek ima povrsinu S; = a?, dok je drugi povrsine
Sy = “1’“. Koristeti jednadzbu kontinuiteta za ova dva popre¢napres-
jeka dobivamo

’1)1-51:1)2-52



10.3. PRIMJERI 391

odakle je trazeni odnos

S. a’-z

U1 2 1 s

— T e— = e— = . 4
) 2 1 0.785

Primjer 10.3.3 Kroz cijev duljine [ = 300m tece voda brzinom v =
0.5, Pri zatvaranju ispusnog ventila tlak se povetava za Ap = 6 -
10° Pa. Koliko dugo je trajalo zatvaranje ventila?

Rjesenje:

Ako se ventil zatvori za vrijeme At koli¢ina gibanja vode za to
vrijeme padne da p = m - v do nule. Masa vode koja se zaustavlja,
jednaka je

m
p-l
zbog toga na ventil ¢e djelovati impuls sile
F-At=A(m-v)=m-Av=m-v

koji izaziva povectanje tlaka na ventilu

F m-v

A = — =

P ST S At

At - m-vo m-z:n:v-p-l20.5—?-103%-300m20‘25s
Ap-S  Ap- 7% Ap 6-10° Pa

Primjer 10.3.4 Polumjer vodovodne cijevi smanjuje se s 10cm na
5cm. Ako je prosjecna brzina u Sirem dijelu 4+, pronadite prosjecnu
brzinu v uZem podrucju.

Rjesenje:
Koristeti jednadzbu protoka dobivamo:

Siv1 777“%1)1 71 2 10em\? m m
= = fr E— . fr . 4— fr 16—
2 So nr3 r9 i 5cm S s

Primjer 10.3.5 Provjerite je li jednadzba kontinuiteta za ustaljeno
nestlacivo strujanje zadovoljena za sljedete komponente brzine:

vy = 32% —ay+ 272

Uy = 2% — 6xy + y>

v, = —2zy—yz+2°
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Rjesenje:
Zapravo, treba se provjeriti vrijedi li izraz

V-7 =0
odnosno koristeci izraz za divergenciju
O0vg
= 6z —
ox vy
Ovy
— = —6x+2
dy Y
ov, B
g, Y

o - (3):(3)(3)
= (62 —y)+ (—6x +2y) + (—y) =0

odakle slijedi da je za ustaljeno nestlacivo strujanje zadovoljena jed-
nadzba kontinuiteta.

Primjer 10.3.6 Venturijev metar ima promjer cijevi od 20 cm i prom-
jer grla od 10cm. Ako je tlaak vode u cijevi 60kPa, a u grlu 45kPa,
izracunajte protok vode u +-.

Rjesenje:
Odnos povrsina cijevi i grla u venturijevom metru jednak je

Si_wR R (R\'_(20em\*_
So a2 2 \r) \10em/)

razlika tlakova jednaka je

Ap = 60kPa — 45 kPa = 15000 Pa

iz ovih odnosa slijedi

2
Ap = 1,01)2 (i—1>

2 S2
2o Ap 15000 Pa 150002 o
- - - - =9
1 (”;—é . ) 1100055 - (42—1) 750055 s
2
v o= 422 = R
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Protok vode iznosi

3
Q = vSs = vir? = x/i—r;l c7-(0.1m)? = 4.4429 10—2%

Primjer 10.3.7 Pitotova cijev koja se koristi za odredivanje brzine
zrakoplova u odnosu ma zrak postavijena je ma krilo aviona. Cijev
sadrzi alkohol gustoce 810% 1 biljezi visinsku razliku od 15.0cm. Uz

pretpostavku da je gustoca zraka ma standardnim uvjetima 1.2933%,
m

pronadite brzinu aviona u k—fln u odnosu na zrak.

Rjesenje:
Izraz za brzinu jednak je

2ghp! 2.9.812.0.15m - 810=<& k
o |29he 2 km ' _ 49 9382 — 15452
p 1.293-% s h

Primjer 10.3.8 Cisterna visine h = 5m napunjena je vodom. Na
dnu cisterne nalazi se kruini otvor promjera d = 4cm. Izracunajte
brzinu istjecanja vode kroz otvor, masu vode koja istekne kroz otvor
za vrijeme od t = S5min te intezitet sile kojom ¢e voda da djeluje na
zatvarac ovog otvora. (Zbog male povrsine otvora u odnosu na povrsinu
cisterne zanemarite opadanje razine vode ucisterni)

Rjesenje:
Koristeci (Toricelijev) izraz za brzinu istjecanja vode na dubini h
dobivamo

U:\/2-g-h:1/2-9.81;—2-5111:9.9%1

Masa vode koja istekne kroz otvor je

2 .
ke (4cm)?-
— 1000_%’.%.9.92.3005
m 4 S
= 3733.8kg

Sila kojom voda djeluje na otvor jednaka je umnosku tlaka vodenog
stupca i povrsine zatvaraca otvora.

d2 - k 4cm)? -
T_ 1000 g .9.812.5m.w
4 3 s2

m 4

=61.64Pa
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Primjer 10.3.9 Posuda cilindricnog oblika visine h = 5m ispunjena
je vodom do vrha. U kojem te vremenu voda potpuno isteci kroz otvor
na dnu posude ako je povrdina otvora jednaka 500-tom dijelu povrsine

dna?

Rjesenje:
Odnos povrsine otvora Sy i dna posude S
jednak je
So 1 S1
— =— = — =500
S1 500 So
Kako voda istjece iz posude to se razina vode u
njoj smanjuje. Brzina opadanja razine vode neka
je v1, dok je brzina istjecanja vode na otvoru jed-
naka vo. Koriste¢i jednadzbu kontinuiteta dobi-
vamo

S
51-1)1:5'2-1)221)2:—1-1)1
Sa
Nadalje koriste¢i Bernoullijevu jednadzbu za
toc¢ku na razini vode u posudi i toc¢ku na otvoru
posude dobivamo

1
Pats-p-vi+p-g-h = S p-vi+p,

2

N

v24+2-g-h = v}

Koristeéi izraz za brzinu ve dobivamo

2 S% 2
2

Ul -

v =

VA
o
|
I—)
11
h \
v,
Slika 10.16.



10.3. PRIMJERI 395

gdje smo uzeli oznaku k = (TEL radi lakseg zapisa.
1
)

U pocetnom trenutku visina je vode u posudi jednaka h, dok se
tijekom istjecanja ona mijenja i na kraju iznosi b’ = 0m. Visinu vode
oznac¢imo sa koordinatom y, pa promjenu visine (razine) vode mozemo
izraziti jednadzbom

—dy = vi-dt=Fk-\/y-dt

dy
— k- dt
VY

¢ijom integracijom dobivamo potrebno vrijeme za istjecanje vode.

0 t
- [ L= [
h 0

Kako je [ % = 2-,/y dobivamo

Sle

2.y | h=k-tl
—2-(@—@) = k-(t—0)
2.-Vh = k-t

odakle je

2-@2 2-vVh

2-5m- (5002 — 1)
- — 504.82
\/ 0811 504825

Primjer 10.3.10 Vodoravnom cijevi protjece voda. Na mjestima gdje
su presjeci cijevi S; = bem? i Sy = 22cm? okomito su spojene dvije
manometarske cijevi. Odredite protok vode kroz vodoravnu cijev ako
je razlika razina vode u manometrima Ah = 20 cm.
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Rjesenje:
Koristet¢i Bernoullijevu -
jednadzbu i jednadzbu kon- | Ah b
tinuiteta = hz -~
1 1 h | %20 S
p1+§‘ﬂ-vfzp2+§'ﬂ'v§ - 3_/‘?;00?% °8°6°°g° o
5 Y lw_ﬁ.ﬁg_, s 9_%%_1:1 S, —$0
v1-S1 = v2- 5 Oo?” R
Sl 60 Oo 0006 % 6( (b°nc‘§
2 = S un .
So Slika 10.17.

uz izrazu za razliku tlakova
Ap=ps—p1=p-g-Ah
dobivamo

1
Ap = pr—p1= 3 p-(vi—v3)

1 S 2

odakle je brzinawv; jednaka

2
v%( —%) = 2.9-Ah

(A

pa je protok vode u cijevi

2-g-Ah
257

q = S1-v1=251-5-

2.9.81%.0.2m

= 5-107"m*-22- 107 m?*. 5 5
(22-10~4m?2)* — (5- 104 m?)

3
— 1.02-1032%
S

ili priblizno jedan litar u sekundi.
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Primjer 10.3.11 Kroz horizontalni cijev tece tekuéina gustote p =
0.7;‘;—3. Ako je brzina tekucine u uzem dijelu cijevi 573, a razlika
tlakova gireg 1 uZeg dijela iznosi Ap = pa — p1 = 5 kPa, za koliko je
potrebno podiéi Siri dio cijevi da bi se brzina smanjila za 50% ¢ Brzina
u uzem dijelu cijevi je konstantna.

Rjesenje:

Izracunajmo brzinu tekuc¢ine u Sirem dijelu cijevi. Uzem dijelu
cijevi pridodajmo indekse 1, a Sirem 2. Tada Bernoullijeva jednadzba
daje

1 1
prtpghitg pvi=ptpg-hatspouv;

kako je cijev horizontalna, tu razinu odaberimo za referentnu, tj.
h=hy =hy=0

odakle slijedi

1 2 1 2
5 P2 = pl—p2+§'P'U1
2- — 2 (A
v% _ v%— (p2 — p1) :v%— (Ap)
P p
2-(A
vy = U%—M:3.27r—§

Sada podignimo 8§iri dio cijevi na visinu hy = h, a brzinu u Sirem
dijelu cijevi ozna¢imo sa v4 i trazimo da bude

vy =05 vy = 1.64—?

1 1 2
prtp g bt s pvi=patpogohatoop-(vh)
—

2 2
=0
odakle je
1 1 2
p-g-h = pl—p2+§'P'U%—§'P'(U§)
2 2
poo V=) ppop i (wy)” Ap 0

2.9 p-g 2-g p-g
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Primjer 10.3.12 Iz pumpe u prizemlju zgrade, visoke h = 35m, ulazi
voda u cijev promjera r1 = 3cm po tlakom od p = 10 bar brzinom od
vy = 242, Koliki je volumni protok vode? Kolika je brzina v i tlak
u potkrovlju zgrade ako je tamo promgjer cijevi tri puta manji nego u
prizemlju?

Rjesenje:
Volumni protok dobivamo iz izraza
_ _ 2
qg = Sv=r{-m-v

3
= (0.03m)%- 7 2%‘ = 5.65- 10,3%

Brzinu u potkrovlju zgrade odredujemo iz jednadzbe kontinuiteta

qg = S;-v; =konst.
Si-v1 = S2-v9
S1 r?.q
’[)2 = — Ul = 2 . Ul
7
= . ’Ul
(%)’
3

= 9.0 =920 =18—
S s
Iz Bernoullijeve jednadzbe dobivamo
1 2
p+p-g-h+§-p-v = konst.

1 1
pLtprghitspvl = prtpghatsopvg

2 2
pa dobivamo tlak u potkrovlju zgrade
p2 = pitp-g-(M —h2)+g' (v} —v3)
= pl—p-g-h—g-(vf—vg)
k 1038 2 2
= 10°Pa— 10" 0.815 - 35m + — 2= | (22) — (18)
m? s2 2 s s

= 4.9665-10° Pa
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Primjer 10.3.13 Staklena kuglica polumjera r = 5 mm pada u tekutem
glicerinu. Nakon nekog vremena brzina kuglice postaje konstantna.
Odredite tu konstantnu brzinu © pocetno ubrzanje kuglice.

Rjesenje:
Jednadzba gibanja kuglice u glicerinu glasi

ZFZ-:m-g—Fu—FtT:m-a

Buduéi da je viskoznost glicerina velika, Reynoldsov broj je malen pa
vrijedi Stokesov zakon:

Fy, =6mr-n-7r-v
odnosno jednadzba gibanja poprima oblik

47 47 47
3 ?'Tg'ps'a

?"r.ps'g_§'T3.pg.g_6ﬂ-.7].r.v:

Pocetno ubrzanje kuglice dobivamo iz uvjeta da je v =0

il 7 ap = il 7 _Am 7
3 Ps a0 = 3 Ps 9 3 Pg 9
3 k 3 k
(ho—p,) (253108 —12110°%%) m
ap = g = _ 981 = 5. 12—
P 2.53 10315 s s

Konstantna (grani¢na) brzina se dobiva iz uvjeta a = 0

4 4 4
O:?ﬁ-rg-ps-a:?ﬂ--’,"Sups-g—?ﬂ--’,“S-pg-g—67'r-’r]-’r'-v
4 4
6m-n-r-v =21 (ps = pg) - g
o 3 (p—pg)-g
6m-n-r
_ 2% (ps—py) g
9-n
2+ (5-1072m)” - (253 10°%5 — 1.21 - 10°2%) o
9-0.86 Pas s?

— g 37 &
S
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a Reynoldsov broj je

pyrv-2r 12110318 .8.3651<2 . 2.5.10"%m
Re = = = s =1.18
n 0.86 Pas

pa Stokesov zakon vrijedi za ovo gibanje.

Primjer 10.3.14 Voda se prenosi kroz cijev promjera 8cm i duljine
4km brzinom od 120m—%n. Izracunagte tlak @ tlacnu visinu potrebnu
za odrzavange protoka. Koeficijent viskoznosti vode, n = 0.001Pas
jedinica (1atm = 1.013 - 10° Pa).

Rjesenje:
Volumen tekutine koji svake sekunde protece kroz cijev jednak je
B mrip
8nl
odakle je tlak

8nlV  8-0.001Pas-4000m - 24
p = =

. . — 7957.7Pa
r 7+ (0.04m)

odakle je tla¢na visina jednaka

P 7957.7 Pa
— = n =0.81m
P9 10005% -9.813

Primjer 10.3.15 Duije kapilarne cijevi AB i BC spojene su jedna s
drugom u toéki B. AB je duga 16 cm i promjera 0.4cm. BC dugacak
je 4cm ¢ promjera 0.2cm. Kompozitna cijev se drzi vodoravno kao
u Poiseuilleovom pokusu, s A spojenom na posudu s vodom dajuéi
konstantnu visinu od 3cm i C otvorenom prema zraku. Izracunajte
razliku tlaka izmedu B i C.

Rjesenje:
Razlika tlakova jednaka je

8nh@ _ 8nQ L

bpA—PB = 4 _4
wr ™ T
8nQ - 0.16m _ 8nQ . (1010 m*3)
™ (0.002m)* 7
8 0.04m 8 .
pe-p — 2. = "Q-(4-1010m %)

™ (0.001m)* 7
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zbrajanjem prethodne dvije jednadzbe dobiva se

8n

bAa—Dbo = @ : (1010 m—S) + T : (4 .10 m_?’)
- e (5-10"m™?)
s

dok se dijeljenjem posljednje dvije dobije

PB —DPo m‘(4'1010m_3) _ 4

™

pa—po L. (5.100m-3) 5

odnosno

4 4
PB — Po = 5 (pa —po) = 5 3cm = 2.4 cm stupca vode

Primjer 10.3.16 Kroz horizontalnu cijev polumgera r i duljine [ pro-
tjece () [C—?T vode. Druga cijev polovice duljine, ali radijusa 2r, spo-
jena je paralelno na istu tlacnu glavu. Kolika ¢e ukupna kolicina vode
protjecati u sekundi kroz te dvije cijevi?

Rjesenje:
Protok za prvu cijev zadan je izrazom

™ p7’4

Q1 = 80

dok je za drugu cijev (prema zadatku ulazni tlak je jednak) protok

_ T (27“)4
“T )

pa je ukupni tok kroz te dvije cijevi jednak

= 32

33mprt
8nl

Quk = Q1+ Q2 =33Q1 =

Primjer 10.3.17 Izracunajte brzinu padanja kapi vode promjera R =
0.2mm u zraku (n = 2-1075Pas) nakon t = 0.1s. Kolika je grani¢na
brzina kapljice? Koliki je prevaljeni put u vremenu t = 0.1s (gustota
zraka iznosi p, = 1.225%)?
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Rjesenje:

Na kapljicu djeluju sljedece sile: sila zemljine teze, uzgon i sila
viskoznog trenja koja u slucaju laminarnog strujanja po Stokesovu
zakonu iznosi

F,.=6nm-n-R-v=Fk-v

Jednadzba gibanja kapljice glasi

m-a = m-g—F, —F,
47 47 47
S Bpa = - Repg—kiv—— Rp.g
a = L—-—M-v
gdje su:
k .-
L:g.<l_&) ik _bmn R
p m m
Separacijom varijabli
dv dv
dt YT I Mo
i zamjenom L — M - v = u, dv——@ se dobiva

% - M- dt// / ——M-/dt

w = L-M-v=C.e M
te koriste¢i rubne uvjete v = 0, za t = 0 imamo C' = L odnosno

L-M-v=1L ¢ Mt

. Lz
v(t) = 1 (1-e M) = 9 (1-%) (1-e %)

k
B m-g- (1—%) (1 767r-g-th>
N 6m-n-R ¢

2. R2. __9m |
= ngf-(p—pz)(l—em%t)
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Za t = 0.1s dobivamo brzinu
2-(2-107%m)” - 9.813 ke ke
1s) = (1= —1.225—=
v(0-15) 9. (21075 Pas) < 03 5m3>

9-(2:107° Pas)
- 1.2 K
e 2-(2:10~% m) -103;§

0.16s

— .88 2
S

Grani¢nu brzinu dobivamo iz uvjeta

L
a=L—-M-vy,=0= vy =—

M
odnosno
1 (5) o %)y
vy = e Grog R 9.1 (p—p.)

2-(2-10*m)*-9.8112 ke ke m
- . (10°—= —1.225—= ) = 4.35—
9-(2-107°Pas) < 0 m3 5m3> 3 s

Put se dobiva integracijom brzine

s = /U-dt:/%-(l—eM’t)-dt

L

- ./(1_eM~t).dt

2

-V _g-(p=pz) .

= Ug.t_#.(e ] t—1>
g-(p—p.)

odakle za prijedeni put u ¢t = 0.1s dobivamo
5(0.1s) =0.82m
Reynoldsov broj je

povg-d _ 12255% - 4.352 .10 *m
7 2-10-5Pas

Re = = 26.67

pa je strujanje laminarno.



404 POGLAVLJE 10. DINAMIKA FLUIDA

Primjer 10.3.18 Duije kisne kapi padaju kroz zrak krajnjom brzinom
od vp. Ako se kapi spoje, koja ¢e biti nova konatna brzina?

Rjesenje:
Konaé¢na brzina zadana je izrazom

2 —
_22,P17 P2

vrT 9 1

gdje je r—polumjer kapi, p;, py su gustoce kapi i zraka, te n koefici-
jent viskoznosti. Ako je novi polumjer r’ spojenih kapi, tada je nova
konacna brzina jednaka

(VA 2
v r?

Uz pretpostavku da su kapi nekompresibilne polumjer spojenih kapi
dobiamo iz odnosa volumena
47I' / 3 47T 3
- (r = 2-—=r
3 () 3
ro= 2.r

Iz dobivenog izraza slijedi izraz za konacénu brzinuspojenih kapi u ob-
liku

, 7,/2 5 2 1
vT:ﬁ-vT:(ﬂ) svp =43 vy

Primjer 10.3.19 Tekucina gustoce p = 790% 1 viskoznosti n = 3 -
10~2 Pas protjece kroz cijev polumjera r = 1dm i duljine | = 1.5km.
Kolika je snaga pumpe ako je protok kroz cijev q = 10—;? Stupanj
korisnog djelovanja pumpe iznosi n;, = 0.6.

Rjesenje:
Srednja brzina protjecanja fluida kroz cijev iznosi
q 10—2m

T= = S =032
ré-m (0.1m)° -7 s

Buduéi da je Reynoldsov broj

pe-v-d  T90-% 0318312 .02m

Re="— 3-10-2 Pas

= 1676.4




10.3. PRIMJERI 405

strujanje fluida je laminarno. Razlika tlakova potrebna za takvo pro-
tjecanje dobiva se iz Poisseuilleova zakona

~32-m-1-7 _ 32-3-107?Pas-1500m - 0.32-2

Ap = = = 11460 Pa
b d? (0.2m)?

pa je potrebna snaga pumpe

3
f):q-Ap:1045%~1Lm0Pa:1146w7

Buduc¢ida je stupanj korisnog djelovanja jednak 7, = 0.6 snaga
pumpe iznosi

P 1146W

Po=—=

=191W

Primjer 10.3.20 PokaZite da Bernoullijeva jednadzba u diferencijal-
nom obliku glasi

dp+p-g-dh+p-v-dv=0
1 integriragte tu jednadzbu za stlacive plinove, pretpostavljajuci da gus-

toca varira s tlakom adijabatski, tj. da je -p% = konst., gdje je k adija-
batski koeficijent plina.

AN~

h+dh

) . Slika 10.18.
Rjesenje:

Na djeli¢ fluida na strujnici u strujnoj cijevi primjenjuje se drugi
Newtonov zakon. Na presjeku S; = S tlak je p, brzina v i visina od
neke proizvoljne reverentne razine h. Na presjeku Sy = S + dS tlak je
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p + dp, brzina v + dv i visina h + dh. Rezultantna sila koja djeluje na
promatrani djeli¢ fluida jest

dh
M-ds-— = —dp-S—p-g-S-dh

F=pSi—(p+dp)S2—p-g-— 7

Primjenom II.Newtonova zakona slijedi
F = m-a
dv
—dp-S—p-g-5-dh = p-S-ds-a/:S
—dp—p-g-dh = p-v-dv
dp+p-g-dh+p-v-dv=0
integriranjem jednadzbe dobiva se

2 d,
h+ 2 + P _ konst.
2.9 P9
Uzimaju¢i u obzir da je p—pn = konst. nakon provedene integracije
se dobiva
1k v? 1

v2

K
h——V——h——V—2
g-h1+ 1p1 1+2 g-ha+ 1p22 5

gdje su: m masa plina, V volumen, v brzina, hy i ho referentne visine,
te p tlak plina.
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10.4 Zadatci

Problem 10.4.1 Poprecni je presjek klipa u vodoravno polozenoj $tri-
caljki

S1 = 1.6cm?, a presjek otvora je So = 1mm?. Za koliko ¢e vremena
istect voda ako na klip djeluje okomita sila od F' = 5N i ako je hod
klipa | = 4cm?

Rezultat: ¢ = 0.81s.

Problem 10.4.2 Voda prolazi kroz okomitu Venluijevu cijev koja na
ulazu 1ma promjer dy = 4cm, a na suzenom dijelu, koji je h = 0.5m iz-
nad ulaznog, promjer iznost do = 2cm. Na ulazu je tlak p; = 160kPa,
a na suzenom dijelu py = 80kPa. Izracunajte brzinu protjecanja i
protok vode kroz cijev. Kolika bt bila razlika stapaca Zive u Zivinom
manometru u obliku U-cijevi spojenom izmedu ulaza i suZenja cijevi?
Zanemarite unutrasnje trenje fluida.

i "
|,
h,H :

h

Slika 10.19.

Rezultat: vy = 3.162, ¢ = 3.974, Ah = 0.61m.

Problem 10.4.3 U spremniku se nalazi voda do visine h, = 2m, a
iznad vode je sloj ulja gustoce p, = 850=% i debljine d = 1m. Kolika

k
. . . . . m .
je pocetna brzina istjecanja vode kroz otvor na dnu spremnika?
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Rezultat: v = 7.5—“5“.

Problem 10.4.4 Milaz vode izlazi iz kruznog otvora promjera di =
2cm i penje se okomito do visine h = 4.1m. Koliki je promjer mlaza
do na visint od 1m?

Rezultat: dy = 2.14cm.

Problem 10.4.5 Kroz vodoravnu cijev sa suzenjem na jednom mjestu
tece tekucina gustoce p, = 900%. Ako je brzina tekuéine u uzem dijelu
cijevi v1 = 542, a razlika tlakova $ireg i uZeg dijela iznosi Ap = 5kPa,
za koliko je potrebno poditi suZenje cijevi da bi se brzina u mjemu
smangila na polovinu.

Rezultat: Ah = 0.49m.

Problem 10.4.6 Pitot-Prandtlova cijev nalazi se uw struji zraka gus-
toce

p, = 1.2%%, brzine v i tlaka p. Kolika je brzina zraka ako je raz-
lika stupaca vode u diferencijalnom manometru spojenom na Pitotovu
cijev Ah = 6cm?

y2a%

Slika 10.20.

Rezultat: v = 31—‘;1.

Problem 10.4.7 Manometri na Pitotovoj cijevi u zrakoplovu pokazuju
staticki tlak od 80kPa i ukupan tlak od 1000kPa. Uz pretpostavku da
je gustota zraka p, = 1?1(1% izracunagte brzinu vy zrakoplova ako se
pretpostavlja da je zrak nestlaciv fluid i brzinu vy ako se pretpostavilja
adijabatski proces.

Rezultat: vy = 2007, vy = 1917,
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Problem 10.4.8 Kolika je snaga crpke koja kroz cijev stalnog pres-
jeka crpi vodu na visinu h = 3m ako je razlika tlakova Ap = 60kPa,
protok vode q = 10—;, a gubitak tlaka zbog viskoznog trenja Ap, =
40kPa? stupanj korisnog djelovanja crpke iznosi n = 0.7.

Rezultat: P =1.9kW.

Problem 10.4.9 Nafta protjece kroz cijev promgjera d = 2.54cm 1
duljine

I = 18m srednjom brzinom v = 0.1%2. Koliko je smanjenje tlaka
u cijevi uzrokovano viskoinoséu ako je n = 0.1Pas? Koliko iznosi
Reynoldsov broj za ovo protjecanje? Gustota nafte iznosi p,, = 850%%.

Rezultat: Ap = 8928 Pa, Re = 22.

Problem 10.4.10 Tekucina viskoznosti 1 = 0.1 Pas protjece kroz ci-
jev promjera d = 2cm, duljine | = 42m. Razlika tlaka izmedu pocetka
1 kraja cijevi iznosi Ap = 60kPa. Izracunajte kolika je srednja brz-
wma protjecanja, brzina protjecanja w sredini cijevi v na udaljenosti
r = 0.2cm od stijenke cijevi.

Rezultat: v = 17.9<%, vs = 35.742, v, = 12.9<2.

Problem 10.4.11 Pokus pokazuje da laminarno strujanje fluida prelazi
u turbulentno srujanje kada brzina zraka kroz cijev promjera d = 10 cm
prede kriticnu vrijednost od v = 33<%. Potrebno je izracunati kriticni
Reynoldsov broj. Kolika bi bila kriticna brzina za strujanje vode kroz
cijev promgjera d, = 2.54cm?

Rezultat: Rep = 2200, v, = 8.7<F.

Problem 10.4.12 Kapljica vode u nekom oblaku ima promger od d =
5-1075m. Kojom najvetom brzinom te kapljice mogu padati kroz zrak?
Za viskoznost zraka uzmite n = 1.8 - 1075 Pas.

Rezultat: v = 0.3%.

Problem 10.4.13 Odredite brzinu kisne kapi u trenutku kada padne
na tlo ako se kap smatra kuglicom polumjera r = 1mm, a koeficijent
vikoznosti zraka iznosi n = 1.82 - 1075 Pas.

Rezultat: v = 120—“5“.
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