Poglavlje 4

ENERGIJA I ZAKONI

OCUVANJA

4.1 Osnovni pojmovi i definicije

Rad

Pojam rada ima siroku primjenu u fizici i u ovom dijelu definiramo

mehanicki rad.

Definicija 4.1.1 Skalarna fizikalna velicina koja opisuje djelovanje
sile na nekom putu naziva se mehanicki rad.

Slika 4.1.

Na osnovu skalarnog produkta:
= —
W=F.s =Fs cosa

imamo tri karakteristi¢na slucaja:

U analitickom obliku rad pred-
—
Fﬁ
prijedenog puta (5°) odnosno vek-
tora pomaka (A7T).

stavlja skalarni produkt sile (

W=A=F75=FA7 (41.1)

Napomena: Relacija (4.1.1)
primjenjuje se u slucaju da je sila
koja wvrsi rad nepromjenjiva na
putu ? = const.

(4.1.2)
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1. za a = 0 kada su sila i vektor pomaka kolinearni vektori, tj leze
na pravcu gibanja imamo W = F'scos0 = F's

2. za 0 < a <90 . Opéi slucaj kada sila zatvara bilo koji kut sa
pravcem gibanja W = F'scos «

3. a=90. Sila je okomita na pravac gibanja i u tom slucaju se ne
vrsi rad, W = F'scos90 =0

.

Ako je sila tijekom gibanja promjenjiva (F # const.) uvodi se
trenutni rad, odnosno jednadzba (4.1.1) se pise u diferencijalnom ob-
liku:

dW = d (F’ - ?) (4.1.3)
= =
W—/dW— F-ds—/Fcosads (4.1.4)
Jedinica za rad je dzul W [J] = F'[N] - s [m].

Snaga

Definicija 4.1.2 Snaga predstavija brzinu vrienja nekog rada:

w
P — (4.1.5)

Izraz (4.1.5) dan je u kvalitativnom obliku. Analiticki oblik ¢e biti
zadovoljen ako je rad tijekom vremena stalan:

w
pP=— (4.1.6)
t
U opcenitom slucaju definiramo trenutnu snagu koja predstavlja prvi
izvod rada po vremenu:

AW
pP=""
dt

U slucaju da imamo stalnu silu na putu vrsenja rada, jednadzbu (4.1.7)
mozemo pisati u slijede¢em obliku:

= —
aw d<F'S) — ds
P=—=— =-F.— 4.1.8
dt dt t ( )

(4.1.7)
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P=F 7 =Fuv cosa (4.1.9)

Jedinica za snagu je vat P[W] = F [N] - v [2]

Energija

Uz rad je vezano iskustvo da se on moze vrsiti samo na racun zalihe
necega sto je sposobno izvrsiti rad. Fizikalna veli¢ina koja opisuje tu
sposobnost vrsenja rada nazivamo energijom.

Definicija 4.1.3 FEnergija je sposobnost vrienja rada.

Napomena: Ovo je opca definicija energije. Tijelo moze posje-
dovati neku sposobnost, ali ne moze posjedovati rad, zato su to dvije
kvalitativno razlicite fizikalne veli¢ine, iako ¢e imati istu mjernu je-
dinicu. Preko energije se daje i opc¢a definicija rada: Rad je mjera
promjene energije nekog sustava

W = dE (4.1.10)

U mehanici razlikujemo dvije osnovne vrste energije: kineticka i po-
tencijalna.

Definicija 4.1.4 Sposobnost tijela da izvrsi rad na osnovu svog gibanja
naziva se kineticka energija.

U analitickom obliku ona glasi

E=_-mv (4.1.11)
Iz navedene relacije vidimo da je kineticka energija skalarna veli¢ina
koja ovisi o masi tijela koje se giba i kvadrata brzine.

Jedinica za kineticku energiju je dzul, a dobiva se preko F[J] =

m [kg] - {v [2]}

Definicija 4.1.5 Sposobnost tijela da izvrsi rad na osnovu svog poloZaja
u polju sila naziva se potencijalna energija.
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Navedena definicija predstavlja opcu definiciju potencijalne en-
ergije.

U mehanici razlikujemo dva karakteristicna polja sila; gravitaci-
jsko polje i polje elasti¢nih sila te zato razlikujemo dvije potencijalne
energije: gravitacijsku i elasti¢nu potencijalnu energiju.

Definicija 4.1.6 Sposobnost tijela da izvrsi rad na osnovu poloZaja u
gravitacijskom polju nazivamo gravitacijska potencijalna energija.

Analiticki oblik gravitacijske potencijalne

energije tijela mase (m) na visini () iznad = —-@5-h,, E, = mgh,
zemljine povrsine (h mnogo manje od Ry).
L h=0, E =0
Ep = mgh (4.1.12)
Napomena: Za razliku od kineticke
energije koja uvijek mora biti pozitivna, po- ~-h,, E,=-mgh,
tencijalna energija moze biti i negativna u Slika 4.9.

ovisnosti od izabrane razine (sliku 4.2.).

Definicija 4.1.7 Sposobnost tijela da izvrsi rad na osnovu svog poloZaja
u polju elasticnih sila zovemo elasticnom potencijalnom energijom.

Porijeklo elasti¢nih sila lezi u
molekularnim silama mehanickog sus- -x 0 x
| I
|

tava.  One uvijek imaju smjer ka i
ravnoteznom polozaju i poslije djelo- N\ Ep=0

vanja vanjskih sila vracaju tijelo u pr-
Ep=5k(x)*

vobitni (ravnotezni) polozaj.
Tipi¢ni predstavnik takvog sustava 3 i i

I ]

I

je elasticna opruga (pero). Analiticki ' Bl
oblik elasti¢ne potencijalne energije je: N P : 72

1 Slika 4.3.
Eep =3

y;

ka? (4.1.13)
gdje je k— konstanta opruge, a x— pomak iz polozaja ravnoteze (elon-

gacija) (slika 4.3.).
Jedinica za elasti¢nu potencijalnu energiju je dzul

Fop 9] = |1 | - o (41.14)
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Napomena: Samo je elasti¢na potencijalna energija apsolutna
jer je odredena unutarnjim stanjem sustava. Kineticka i potencijalna
gravitacijska energija su relacijske veli¢ine jer ne ovise samo od tijela
koje ima tu sposobnost, nego i od referentnog sustava u odnosu na koji
se iskazuje ta sposobnost.

Definicija 4.1.8 U energetski izoliranim sustavima ukupna energija
n

sustava uvijek ostaje stalna ZE’ = const.
i=1

Ova definicija se zove zakon o odrzanju energije. Iz nje mozemo
definirati zakon o odrzanju mehanicke energije; ukupna kineticka i
potencijalna energija ostaje uvijek stalna

E = Ej, + E, = const. (4.1.15)

U nekom izoliranom sustavu energija se moze pretvarati iz jednog
oblika u drugi ali je ukupna energija uvijek jednaka. Ovaj zakon je
jedan od najfundamentalnijih zakona u prirodi i moze se progiriti na
sve oblike energija i medudjelovanja. Takoder, energija se ne moze ni
stvoriti ni razoriti i rad se moze vrsiti samo na ra¢un nekog oblika
energije

Sudar (sraz)

Definicija 4.1.9 Sudar nazivamo gibanje tijela nakon kratkog medud-
jelovanja bez utjecaja vangskih sila.

Razlikujemo u principu dvije
/T vrste sudara:
a) Elasti¢ni sudar - ukupna

-
1 kineticka energija prije i poslije su-
dara ostaje nepromijenjena.
m, Iz zakona o o¢uvanju mehanicke

energije i zakona ocuvanja koli¢ine
gibanja primijenjenih na savrgeno
Slika 4.4. elasti¢ni sudar tijela masa mq i mo te
brzina ¥'1 i 'y proizlazi da je brzina
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tijela nakon elasti¢nog sudara (slika 4.4.):

(my —mg) U1 + 2%7112?[;2\

7/
1 _— \T-L.LU/
my1 + ms
— —
= (m2—mi) U+ 2ma v,
2 \"I-_L._L'}
mi + mso

b) Neelasti¢ni sudar - ne vazi zakon o odrzanju energije jer se
dio kineticke energije nakon sudara tro$i na deformaciju i zagrijavanje
tijela.

Nakon savrsenog neelasti¢nog su-
dara tijela se gibaju zajedno brzinom
V1 (slika 4.5.):

miv1+me v
= LT 2 (41.18)
m1 + ms

Kineticka se energija pri tome
smanjuje i trosi na deformaciju i za-
grijavanje. Razlika kinetickih energija
poslije i prije sudara (Q) je:

Slika 4.5.

Lmy-me 5 2
=E, —Ey=—-——(v1+7v 4.1.19
@=Eyp =By =—5 - (V1+2) ( )
Ako zajednicka normala na ravnini dodira tijela prolazi kroz nji-
hov centar masa, sudar je centralan. Ako brzine leze na pravcu te
zajednicke normale sudar je izravno centralan.
Faktor restitucije (k) pri izravnom centralnom sudaru dvaju tijela
(npr. kugle) jednak je omjeru relativnih brzina poslije i prije sudara:
v} — v
=L 72 (4.1.20)
V1 + Vo
Za savrseno elasticni sudar k = 1, za savrSeno neelasti¢ni sudar
k =0, a za djelomi¢no elasti¢ni sudar 0 < k < 1.
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4.2 Problemski zadaci

Problem 4.2.1 Dwva tijela istith masa gibaju se po horizontalnoj povrsini
pri cemu su keoficijenti trenja tijela jednaki. Jedno tijelo se povlaci
stlom F1, a drugo se gura silom istog inteziteta. Kut koje zatvaraju
sile s horizontalnom pouvrdinom su isti (slika 4.6.). Pretpostavimo da
se tiyela pod djelovanjem ovih sila gibaju pravolinijski, konstantnom
brzinom te da prijedu isti put. Kako se odnose izvrient radovi:

a) W1 < Wo; b) Wi = Way; C) Wi > Ws
Objasni odgovor!

Odgovor:

c) Ay > Aj, jer prilikom

! = gibanja oba tijela sila F' svladava
LN e F ———— silu trenja, ali u slucaju b) sila
N I'! ~ F ima dodatnu normalnu kom-

N ; ponentu na povrginu, §to znaci
> | S da povecava silu trenja i prilikom
F | m jednolikog gibanja tijela slijedi da

N | J FletT17 F2:Ft7‘2

Slika 4.6.
pa je

Ft?"g > Ftrl — I > F = Wy >W;

Problem 4.2.2 Ako vozilo mase m = 2-103kg . koje je u pocetnom
trenutku u stanju mirovanga, nakon 10s postigne brzinu od 14.4%%,
snaga motora vozila je:

a) 0.4kW b) 0.8kW ¢) 1.6kW d) 3.2kW
Odgovor:
Pod ¢).

Problem 4.2.3 U slijedecim iskazima prepoznajle oblike mehanicke
energije i njihovu pretvorbu:

a) jabuka slobodno pada s visine h,

b) strijelac napinje luk i odapinje strijelu,
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c) gimnasticar pomocu odskocne daske izvodi salto,

d) lopta se odbija o zid.
Odgovor:

a) Gravitacijska potencijalna koja se pretvara u kineticku energiju,

b) elasticna potencijalna se pretvara u kineticku energiju, a ona u
gravitacijsku,

c) elasti¢na potencijalna i kineticka energija u gravitacijsku potenci-
jalnu, kineticku translacije i rotacije, a zatim one u kineticku
energiju kojom gimnasticar pada na tlo,

d) kineticka energija se pretvara u elasti¢nu potencijalnu, a zatim ona
ponovno u kineticku energiju gibanja lopte.

Problem 4.2.4 Zadana su cetiri koordinatna sustava u kojima se nalaze
cetiri kuglice istith masa.  Neka su brzine sustava, odnosno brzine
kuglica, kao na slici 4.7., pri cemu je v = Uy = v3. Pronadite
kineticku energiju kuglica u odnosu na sva Cetiri sustava.

Odgovor:
- prvi koordinatni sustav - V
2
muv
Ekl = Oa Ekz = Tla I. I1.
2 2 =3 e
Ek?) - 2 ) Ek4 - 2 m m 3
111, V.
- drugi koordinatni sustav Slika 4.7.
2
mu
Ekl = Tla Ekz = Oa
Ek3 = 0, jer je 72 — 71 = 0,
dmod |,
Ek4 = —3, jer JG?g - 71 = —273

2
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- tre¢i koordinatni sustav

2
mu.
By, = TQ Ey, =0, jerje va — 01 =0,
4 2
Ek3 = 0, Ek4 = %, jer je?;), — 72 = —273

- ¢etvrti koordinatni sustav

mu?2 Amu?
By = T3’E’“2: 2 x
Amu?
Ekg, = 2 2a Ek4 = Oa

Problem 4.2.5 Covjek stoji na balkonu treteg kata i drzi u ruci tijelo
mase m = 2kg (slika 4.8.). Koliku potencijalnu energiju ima tijelo u
odnosu na referentnu razinu:

a) balkona drugog kata,
b) balkona prvog kata,

c) tla kuce.

Odgovor:

U odnosu na balkon drugog kata
potencijalna energija jednaka je um-
nosku ubrzanja sile zemljine teze, mase

; hl tijela i razlike visina (h1), te iznosi
2
_ Y E, =mghy ~ 98]
h3 : .
grmmmn dok je u odnosu na prvi kat analogno
Ig*‘ E, = mghg ~ 157J
h1=5m, h2=8m, h3=10m
Slika 4.8. Najvetu potencijalnu energiju tijelo ima

E, =mghs ~196J
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Problem 4.2.6 Duva se tijela jednakih zapremina, jedno od zlata, a
drugo od aluminija, nalaze na visini h. Koje tijelo posjeduje vecu
potencijalnu energiju, koliki je odnos njihovih potencijalnih energija
1 koje ce tijelo udariti vecom brzinom o tlo ako se pusti da slobodno
pada (slika 4.9.).

Odgovor:

Tijelo od zZeljeza ima vetu potencijalnu en-
ergiju jer ima vecu masu (zbog pp. > py4;), a ti-
jela se nalaze na istoj visini. Odnos potencijalnih . Al
energija jednak je odnosu masa, odnosno odnosu

------------

gustoca: h
Eppe _Mre-g-h _mpe ppe-V _ pre
Ep map-g-h mAl par-V PAl N \

Brzina oba tijela pri padu na tlo bit ¢e jednaka. Slika 4.9.

Bez obzira na potencijalne energije, brzina pada tijela ovisi o visini s
koje tijelo pada.

Problem 4.2.7 Kada je manja gravitacijska potencijalna energija ¢ov-
jeka: kada on stoji ili lezi? Gdje je njegova potencijalna energija veta:
na Mjesecu ili na Zemlji?

Odgovor:

Potencijalna energija ¢ovjeka je manja kada lezi, jer je tada njegovo
teziste na manjoj visini. Potencijalna energija ¢ovjeka je veta na Zemlji
i to oko 6 puta, zbog jaceg gravitacijskog polja.

Problem 4.2.8 Zbog cega se covjek vise zamara prilikom tréanja, nego
li pri hodu?

Odgovor:

Covijek je cijelo vrijeme hoda oslonjen na tlo, makar jednom nogom.
Medutim, pri tréanju postoje vremenski intervali (pri svakom koraku)
kada se ¢ovjek ne oslanja na tlo. Zbog toga on mora podizati svoje
teziste vise pri trécanju nego pri hodu, odakle je i ve¢i utrosak energije
prilikom tréanja.

Problem 4.2.9 Poluga se moZe na viSe nacina koristiti za podizanje
tereta (slika 4.10.). U kojem slucaju a) ili b) treba djelovati manjom
silom da bi se podigao isti teret? Ukupne duZine poluga su jednake.
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Odgovor:
U oba slucaja potrebno je djelo-
: ! vati jednakim silama. Udaljenosti
AO A B1_. tocaka O, A i B su upravo takve da
! F' uoba slucaja treba djelovati silom
inteziteta
o5 1
v
Slika 4.10. Za dodatno objasnjenje treba vid-

jeti slaganje paralelnih sila, raz-
motriti reakcije u osloncima i definiciju momenta sile.

Problem 4.2.10 Tijelo gustote mange od gustoce vode p, < pr,0, Po-
topljeno je u posudu do dubine h (slika 4.11.). Tijelo u tom poloZaju
posjeduje potencijalnu energiju. O kakvoj potencijalnoj energiji je ri-
jec? Pronadite izraz po kojemu moZete izracunati tu potencijalnu en-
ergiju.

Odgovor:
F’ Tijelo posjeduje potencijalnu en-
v 00% ino p@ 4 ergiju, ali ona je uzrokovana od sile pri-
] Pl %%g h tiska fluida, a ima porijeklo u gravitaci-
3 @go o e S H  jskoj sili. Buduéi da je
&0 5ol [H-h
0 ® 39 0’ 96 oL
© 000 o O
Ja E, = A
Slika 4.11. A = Fh

E, = (F,—G)-h

gdje je F' = F), — G. Prema definiciji sile uzgona imamo

PH,0

Fy = puo-g9-V= mg- g
Pt
E, = ('OH—20—1>-mgh
Pt

Problem 4.2.11 Dwa covjeka se nalaze na litici visine H 1 podiZu
tijelo istih masa. Jedan povlaci tijelo silom Fy po strmoj ravni bez sile
trenja, a drugt silom Fb podiZe teret.
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a) Kako se odnose sile kojima se tijela podizu?
b) Kako se odnose izvrseni radovi?

c) Ako se tijela podignu za isto vrijeme t; = to, kakav je odnos snaga?
Odgovor:

a) Sila Fy > F.
b) U oba slu¢aja rad je jednak, jer je

-h
W, = Fl-l:GT-l:G-h:mgh

Wy = G-h=mgh

c) Snaga je ista Py = P, jer je izvrsen jednak rad za isto vrijeme.

Problem 4.2.12 Kada se kugla mase m sudari centralno i elasti¢no
s drugom kuglom, koja je nepomicna 1 iste mase kao prva kugla, onda
poslije sudara:

a) prva kugla se vrat¢a putem kojim se gibala do trenutka sudara,

b) prva kugla se odbija pod odredenim kutom u odnosu na smjer
gibanja prije sudara,

c) prva kugla se zaustavlja na mjestu sudara, a druga se po¢inje gibati
brzinom prve kugle,

d) svaka kugla se giba po odredenoj trajektoriji.

Odgovor:
Tocan odgovor je pod c).

Problem 4.2.13 Tijelo, koje se giba po pravcu konstantnom brzi-
nom, u jednom trenutku eksplodira i raspada se na veliki broj dijelova.
Poslije ove eksplozije, nastavit ¢e se gibati po istom pravcu i istom
brzinom:

a) najveéi broj raspadnutih dijelova,
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b) polovica raspadnutih dijelova,
c) svi raspadnuti dijelovi,
d) centar mase ovih dijelova.

Odgovor:
To¢an odgovor je pod d).

Problem 4.2.14 Pretpostavimo da se na mirnoj vodi nalazi splav koji
se moze gibati bez trenja. Neka se na jednom kraju splava nalazi covjek
1 u jednom trenutku se pocinje gibati ka drugom kraju. Pretpostavimo
da splav, duZine I tma istu masu kao i covjek.

a) Kako ¢e se odnositi brzine splava v; i ¢ovjeka v9 u odnosu na obalu
i kolika je brzina ¢ovjeka u odnosu na splav v,.?

b) Koliku je duzinu puta presao ¢ovjek u odnosu na obalu ako prijede
rastojanje od pocetka do kraja splava?

c) Analiziraj slucajeve:

- kada bi masa splava bila mnogo veca od mase ¢ovjeka (mq > ms),

- masa ¢ovjeka mnogo veta od mase splava (m; < ma).
Odgovor:

a) Prema zakonu o o¢uvanju koli¢ine gibanja imamo:

— —

mlvl—mgvgzo . .
mi _ vy — VU = V1 J€Tr J€ M1 = M2
ms U1

Brzina ¢ovjeka u odnosu prema splavu je

b) Buduéi da je v, = {, a v = 2, to na osnovu a) imamo:

l l
% =~ =92 = s==
t t 2

To znaci da je covjek presao put u odnosu na obalu, koji odgovara

polovici duzine splava.
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c) Za slucaj m; > mg = v, = vg jer je v1 ~ 0, dok za slucaj
mp K myg = v, = V1, jer je vg ~ 0.

Problem 4.2.15 Brod plovi niz rijeku. Mijenja li to kolicinu vode
koju rijeka donosi u more?

Odgovor:

Koli¢ina vode koju rijeka donosi u more se ne mijenja, jer koli¢ina
vode koju brod gura ispred sebe odgovara koli¢ini vode koju elisa
izbacuje iza sebe.

Problem 4.2.16 U vodi pliva metalna posuda A, koja ima na jednoj
svojoj boénoj stijenci otvor, zatvoren cepom (slika 4.12.). Kako e se
gibati posuda, ako cep izleti iz otvora, a posuda se potne puniti vodom?

Odgovor:
Posuda ¢e se u pocetku
gibati desno zbog reak- :

cije na mlaz vode (prim- iog; | o
jena zakona o ocuvanju 302) %5 o i /f‘;gf
kolicine gibanja), da bi ,‘}% °. 1 %:’Z:oo&ng"%:“’io?j@b
se nakon izvjesnog vre- “@v c@UOOO - o5 “% ;ig‘ A
mena posuda zaustavila BB X o e, 93 @

zbog otpora vode. Slika 4 12
U slucaju da nema ot-

pora, gibanje bi trajalo sve dok bi trajalo utjecanje vode.

Problem 4.2.17 Tijelo iz tocke A moZze da stigne u tocku B gibajuéi
se po putangi (1) ili po putanji (2). Na osnovu zakona otuvanja en-
ergije odredite hoce li brzina u tocki B biti jednaka uw oba slucaja, tj.
ovist li brzina u tocki B o obliku putanje. U oba slucaja smatrajte da
je trenje izmedu tijela i podloge zanemarivo. Izvedite isti zakljucak za
slucaj kada trenje nije zanemarljivo, ali je koeficijent trenja jednak na
obje putanje.

Odgovor:

a) Brzine su jednake (v; = vy). Buduéi da je trenje zanemareno ti-
jelo nete gubiti energiju tijekom gibanja, odnosno imati ¢e istu kineticku
energiju u tocki B bez obzira na putanju, a time i istu brzinu.
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b) Brzina u tocki B je vecta ako se tijelo
giba po putanji (2), zbog toga $to je nor-
malna sila na putanju manja, a samim tim
i sila trenja pa tijelo gubi manje energije.

Problem 4.2.18 Niz dvije strmine istih
Slika 4.13. visina, ali razlicith baza, klize dva tijela
istih masa (my = mg) bez sile trenja (slika
4.14.). Ako su tijela posla sa vrha strme
ravni onda:

- prvo tijelo ima vec¢u brzinu u podnozju strme ravni u odnosu na
drugo tijelo (v1 > vg),

- oba tijela ¢e imati istu brzinu,
- drugo tijelo ¢e imati ve¢u brzinu (v < v2). Objasnite odgovor.

Odgovor:

Slika 4.14.

Oba tijela imaju istu kona¢nu brzinu, jer su oba imala istu po-
tencijalnu energiju. Kako smo trenje zanemarili, to je ista potencijalna
energija pretvorena u kineticku energiju tijela na dnu kosine pa tijela
imaju istu kineticku energiju, odnosno istu kona¢nu brzinu. Kako
tijela imaju istu masu, to moraju imati i istu brzinu pri dnu kosine.

Problem 4.2.19 U nekom sustavu imamo kuglicu mase m 1 pregradu
idealne curstoce. Kuglica se giba prema pregradi nekom konstantnom
brzinom v (slika 4.15.). Poslije elasticnog sudara o pregradu, kuglica
nije promijenila intezitet brzine. Je li u tom procesu doslo do promjene
kineticke energije, odnosno kolicine gibanja? Objasnite odgovor.
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Odgovor:
Nije doglo do promjene kineticke energije jer
je
-

E;, = §mv

u funkciji ,kvadrata” brzine, koli¢ina gibanja
nije ostala ista, pri ¢emu je promijenjena za

A?zm-(?g—?l)

Razlog lezi u tome sto je koli¢ina gibanja vek-

torska fizikalna veli¢ina. Slika 4.15.

Problem 4.2.20 Mora li u sustavu u kojem vrijedi zakon o otuvanju
mehanicke energije vrijediti i zakon o ocuvanju kolicine gibanja?

Odgovor:
Ne, vidjeti prethodni zadatak.

Problem 4.2.21 Tijelo se giba po padini ¢ na grafikonu je prikazan
raspored kineticke energije tijela duZ padine (tijelo se giba bez trenja).
Ako pretpostavimo da je u pocetnom trenutku ukupna energija tijela
E, = E),, onda moZemo zakljuciti da se tijelo giba niz - uz padinu
(slika 4.16.). Objasnite odgovor i poku3ajte skicirati padinu.

Odgovor:

A Ek

»> X

Slika 4.16.

Tijelo se giba uz padinu jer kineticka energija opada s vremenom,
dakle tijelo se penje uz padinu.
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4.3 Primjeri

Primjer 4.3.1 Couvjek gura teret mase m = 35kg konstantnom brzi-
nom uz kosinu nagiba o = 30° ¢ prijede | = 50m puta. Sila kojom
djeluje covjek na tijelo je paralelna uz kosinu. Koeficijent trenja tijela
i kosine iznost p;, = 0.3. Izracunajte rad svake pojedine sile i ukupni
rad svih sila.

Rjesenje:

Na teret djeluje sila teze E’) =mg,

¢ovjek paralelnom silom F w k_o)s—

inu, normalga reakcija podloge R i

sila trenja F'y. paralelno niz kosinu.

Postavimo koordinatni sustav tako

da os x bude paralelno niz kosinu, a

os y okomito na kosinu. Kako ¢ov-

x Jjek gura teret konstantnom brzinom

o = const. to je ubrzanje tijela jed-

nako nuli. Tada po II. Newtonovu
zakonu vrijedi:

ool

Slika 4.17.

Y Fi=0

odnosno po komponentama
> F, = -F+F,+Gr=0
i

Y F, = R—Gy=0

odakle slijedi

R = Gy=mgcosa=297.35N
Gr mgsina = 171.68 N
F, R =0.3-297.35N =89.2N
F = F, +Gr=260.88N
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odnosno, rad pojedinih sila je za s =1

Wg = WGNzﬁ-?:R-zcosg:OJ

Wa, = Gr-5 =Gr-lecosm=171.68N-50m- (—1) = —8584J
Wg, = Fu- 5 =F, lcost=80.2N-50m- (—1) = —4460J
Wp = F-%=F-lcosO=260.88N-50m-1=13044]

pa je ukupni rad jednak

W = WR—FWGN—FWGT—FWFH,—FWF
= 0J+0J—8584J—4460J + 13044J =0J

Ovaj smo rezultat mogli i ocekivati jer se tijelo giba konstantnom
brzinom po pravcu pa je ukupna sila jednaka nuli, odnosno i ukupni
rad je tada jednak nuli.

Primjer 4.3.2 Dizalo mase m = 800 kg ubrza se akceleracijom a =
13 1z mirovanja do brzine v = 5%, a zatim se nastavlja dizati jed-
noliko po pravcu. Za cijelo vrijeme gibanja djeluje stalna sila trenja
F,. = 2000N. Kolika je:

a) Prosjecna snaga?

b) Maksimalna snaga potrebna motoru da ubrza dizalo iz mirovanja
do v = 5427

c) Koliku snagu razvija motor pri jednolikom dizanju?
d) Koliki je rad motora za vrijeme ¢t = 12 s od pocetka dizanja?
Rjesenje:

a) Sila koju mora prizvesti motor dizala mora svladati silu teze, silu
trenja i jednoliko ubrzavati dizalo

Fy =mg+ Fy +ma = 10.65 kN

Pri tome motor obavlja rad

2

2
Wi=F  s=F <L =(mg+F,+ma) =X =133.1 kJ
2a 2a
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Buduci da je taj rad obavljen u vremenu t; = 22 = 5 s, prosjecna
snaga je

Wi

=
1 m

= 26.62 kW

b) Trenutna snaga P = F'-v mijenja se za vrijeme jednolikog ubrzanja
od nule do maksimalne vrijednosti P,

P, = F1 vy =53.24 kW

Mozemo uociti da je srednja snaga jednaka polovini maksimalne
snage.

c) Pri jednolikom dizanju sila motora dizala svladava silu teze i silu
trenja

Fy =mg+ Fy =9.85 kN
pa je snaga pri jednolikom dizanju

P2 == F2 Vo = 49.24 kW

d) Rad za vrijeme jednolikog ubrzavanja je Wi, dakle trebamo izracu-
nati jos rad pri jednolikom dizanju Ws.

WQZFQ-S:FQ-’UQ-tQ:Pz-t2:344.68 kJ

gdje jeto = t—t1 = 7 s vrijeme jednolikog gibanja dizala. Ukupni
rad jednak je zbroju pojedinih radova

Wur = Wi +Wa = 133.1 kJ +344.68 kJ = 477.78kJ

Primjer 4.3.3 S vrha brezuljka, koji moZemo aproksimirati kosinom,
visine

h = 30m i duljine | = 150m, klizi skijas mase m = 75kg. Odred-
ite kineticku energiju 1 brzinu koju ce postiéi pri dnu kosine ako je
koeficijent trenja klizanja p, = 0.06.
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Rjesenje:

Po zakonu ocuvanja energije, mora biti razlika ukupne konacne
energije koju ima skijag pri dnu brezuljka E5 i na njegovu vrhu FEj
jednaka radu sile trenja.

Ey — By = Eg, + Ep, — (B, + Ep,) = Wiy
Kako je skijas imao pocetnu brzinu vg = 0 to je £, = 0, a ako za
referentnu razinu potencijalne energije uzmemo dno brezuljka tada je

E,, = 0. Odavde slijedi

Ekz - Epl = Wiy

— —
Ek2 = Ep1+Wtr:m'g'h+FtT'l
= m-g-h+Fy-l-cosm=m-g-h—Fy -1

Sila trenja jednaka je
Fip = -m-g-cosa,

a prijedeni put jednak je duljini kosine s = [. Potrebni kut dobivamo
iz jednakosti

12
cos o = 1—l—2
Sada je
12

l 2

— T5kg- 9.81S—H2l -30m (1 - \/ﬂ) — 15584 ]

[o(2) /
2E; 215584 J m km
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Primjer 4.3.4 Tijelo je izbaceno pocetnom brzinom vy pod kutom «
prema horizontalnoj ravnini. Odredite maksimalnu visinu H koju ce
doseci tijelo, ako na njega djeluje samo konstantna sila teze. Zadatak
rijesite:

a) primjenom Newtonovih zakona,

b) primjenom zakona o o¢uvanju mehanicke energije.

Rjesenje:
Y . Postavimo koordinatni
Vox sustav tako da u pocet-
o ,«"@-"\\ nom trenutku tijelo bude
vOy u ishodistu, koordinatna

0os  u horizontalnom sm-
jeru, a os Yy usmjerimo
vertikalno navise.  Tada
je sila zemljine teze (pa i
Slika 4.18. ubrzanje) usmjerena u neg-
ativnom smjeru osi y pa

nema ubrzanja u x smjeru.
a) Primjenom II. Newtonova zakona imamo

d?z
F, = m-—alt2 =m-a; =0
d2y
by = M5 =My = =M g = ay = —g

Uz pocetne rubne uviete t = 0, ¥ = Ui 7 = 0 dobivamo nakon
integriranja

dx (t
Zi) = vz(t)—/aa;-dt—/o-dt—clx

dz (0)
dt

dyd—it) = Uy(t):/ay-dt:/—gdt:—gt+cly

dy (0

y—dg‘) = —g-0+4cyy =vgsina = c1y = vgsina
dy (t

% = —g-t+usina

= Clgp = Vox — Clgp = Vpz = Vg COS ¥
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Tijelo ¢e doseci najvisu tocku u trenutku ¢y kada y-komponenta brzine
bude jednaka nuli.

vy (tg) = —gtg +vosina =0 =ty = Yosna
Maksimalna visina H jednaka je y =y (tg)
1
y(t) = /vy (t)dt = / (—gt +vosina) dt = —§gt2 + vt sina + ¢
1
y(0) = —§g-OQ+U0-OSina+Cg =0=c4=0
1
y(t) = —§gt2 + vot sin v
§to u trenutku ty daje
1
H = y(ty)= —Egt%, + votm sina
1 vgsina>2 (Uosinoz> .
= —39 + v sin av
2 g g
_ 1 vg sin? a vg sin? a
A g
9 sin? o
= %
b) Neka nam je y = 0 referentna razina potencijalne energije
E, (0) = 0. Tada je o pocetnom trenutku energija
1
B (0) = By (0) + By (0) = By (0) = e

U trenutku kada je tijelo na maksimalnoj visini y = H, y - komponenta
brzine jednaka je nuli, a * komponenta brzine je konstantna i iznosi
Uy = Vpg, slijedi

1 1
E(H)=E,(H)+ Ey (H) ngH+§mv§ :mgH+§mv§z

Po zakonu oc¢uvanja energije vrijedi

E0) = E(H)

1 1
§m1)g = mgH + §mvgx
2 2 2 2 _ 2 2 2 2
o YV Voz T Voy — Yoz _ Yy _ ypsin®a

29 29 29 2g
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Kao sto vidimo mozemo problem rjesavati samo zakonom o o¢uvanju
energije. Ako nam u primjeru nije potrebno poznavati putanju tijela,
$to se dobije primjenom Newtonovih zakona, problem rjesavamo za-
konima oc¢uvanja §to je u principu lakse.

Primjer 4.3.5 Tijelo pada sa visine h = 24m 1 zabije se u pijesak
do dubine d = 0.5m. Odredite srednju silu otpora pijeska ako tijelo
ima masu m = 1kg i pocetnu brzinu vo = 14+3 vertikalno nanize. Za-
datak rijesite pomocu Newtonouvih zakona te pomocu zakona ocuvanja
mehanicke energije. Otpor zraka zanemarite.

Rjesenje:
Srednja sila otpora pijeska jednaka je

F,s = ma

h Deceleraciju se moze pronaéi iz konatne
brzine tijela pri udaru u pijesak i dubine prodi-
ranja u pijesak. Za ravnomjerno usporeno
gibanje vrijedi

2s:ﬁ

Slika 4.19.

v =/vd +2gh

dok je konaé¢na brzina pri udaru u pijesak

pa je
v? v3 + 2gh

Fy = ma=m-— = 201290

t m-a m 2d m 2d
2

14m)% 4 2.9.812 .24 m
= 1kg-( :) s = 666.88 N

2-0.5m

Zakon o¢uvanja mehanicke energije daje vrijednost ukupne energije
tijela pri udaru u pijesak koja mora biti jednaka radu otpora sredstva,
prema tome

1
Wy =Fy-d= Emvg + mgh = Ey
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Odavde je sila otpora sredstva

Lmug + mgh B v3 + 2gh

F0:§ — . N
¢ 7 m 50 666. 88

Vidimo da se dobivaju identi¢ni rezultati.

Primjer 4.3.6 Couvjek vuce kolica mase m = 25kg po horizontalnom
putu duljine s = 50m uZetom koje zalvara kul od o = 30° s horizon-
talom. Koeficijent trenja kolica i podloge je = 0.3. Koliki rad izvrsi
covjek ako se kolica gibaju konstantnom brzinom?

Rjesenje:

Uradeni rad, s obzirom da je
kut sile i podloge konstantan, jed-
nak je

s s X
W = /?d? = /Fcosa-ds
0 0 \ |
Ukupna sila kojom djelujemo na G
tijelo jednaka je nuli (gibanje kon- '
stantnom brzinom) Slika 4.20.

— —_ = = —
> Fi = F+G+Fup+R=0
ZFM = Fcosa—F, =0

Y F, = Fsina+R—-G=0

Odavde je

F,, = p(G—Fsina)=Fcosa
P __Mmg
cos @ + psin o
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pa je rad jednak

W = /Fcosa-ds—Fcosa/ds—(Fcosa)-s

0 0

pwmg
= ————————— -s5cos
cos + psin o

0.3-25kg-9.815% T
= — ——— - 50mcos — = 3135.6J
cos g +0.3sin ¢ 6

Primjer 4.3.7 Silom od 240N c¢ovjek vuce hladnjak mase 85kg po
horizontalnom putu. Sila djeluje pod kutom od 20° u odnosu nahori-
zontalu. Koeficijent dinamickog trenja iznsi 0.2. Hladnjak se pomgjeri
za 8m. Koliki je rad obavila vuéna sila, a koliki sila trenja?

Rjesenje:
Koristeti definiciju rada

W-/F-d?—/‘?‘-\d?|-cos<4?,?)

na uvjete iz zadatka: vu¢na sila je konstantna i zatvara konstantni kut
a u odnosu na putanju, slijedi da je obavljeni rad vuéne sile jednak

S S

W = /F-ds-cosa:Fcosa/ds:(Fcosa)-s

= 240N -8m-cos20° = 1804.2J
Sila trenja jednaka je
Fy+ F'sina = mg
Fy = mg— Fsina
F,. = pFy=p(mg— Fsina)

a rad sile trenja je

S S

Wtr = /Ftr cosT - ds = —Ftr/dS

0 0
= —F,-s=—pu(mg— Fsina)-s

= —0.2(85kg-9.81— — 240N -5in20°) - 8m
S
— —1.6m-75L.77N = —1202.8J
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Primjer 4.3.8 Koliki je rad potreban obaviti da bi se kameni blok
mase m = 20 t izvukao 1z 15 m duboke jame po kosini koja sa horizon-
talnom ravninom zatvara kut od 30°. Koeficijent trenja izmedu bloka
i kosine je 0.25%

Rjesenje:
Duljinu prijedenog puta dobivamo iz odnosa nagiba i visine
d d

S~ ima  sm30c @ Sm = 30m

Pretpostavljajuéi da je gibanje jedoliko slijedi

F = mgsina+ Fy,
F, = pmgcosa
F = mgsina+ pmgcosa = (sina + pcosa) mg

Izvrgeni rad je

S

W = /Fds—F/ds—F-s
0

0
sin a 4 p cos &) mgs

sin30° + 0.25 - cos 30°) - 20 000 kg - 9.81;—2 -30m
= 4.22-10J =4.22MJ

(
(

Primjer 4.3.9 Na kutiju djeluje sila prema zakonu F (z) = A (D — z)?
gdje je x udaljenost kutije od pocetnog poloZaja izrazena u metrima, a
konstante su: D =5m 1 A = 100%. Koliki rad je obavijen na putu
od ishodista do x = 5m.

Rjesenje:
Diferencijalna promjena vektora polozaja jednaka je prmjeni koor-
dinate dx, stoga je obavljeni rad jednak
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5m 5m 5m
W = F(z)de= [ A(D—z)*de=A (D2—2Dx—|—:r2)dx
Om Om Om
1 5m (511’1)3 )
= A§x3—x2D—|—xD2 = A — (5m)* D + (5m) D?
Om

= A-(5mD?—25m>D + 62.5m?)
— N 2 2 3
= 100 [5111- (5m) — 25m? - (5m) + 41.667 m }
N
= 100—; - 41.667m® = 4166.7 ]
m

Primjer 4.3.10 Automobil mase m = 1500kg giba se uz uspon nagiba
10% konstantnom brzinom od v = 72k—,£n. Izracunagte potrebnu snagu.
Koliki je rad motora za vrijeme t = 2.5 min voznje? Trenje zanemarite.

Rjesenje:
Uradeni rad motora jednak je radu dizanja automobila na visinu
h. Ta visina jednaka je 10% duljine prijedenog puta s

S v-t
"= 10
pa je rad
vt m 207 -120s
= 3.53-10°J ~ 3.53MJ
Uz zanemarenje trenja, potrebna snaga je
P= U 1500ke- 9812 2% _ 99 430w
AT &9 2 g T

pa je rad izracunat preko relacije za snagu

W =P-t=29 430kW - 120s = 3.531 - 10 J ~ 3.53 MJ

Primjer 4.3.11 Sportski automobil mase m = 1350kg moZe se na
horizontalnoj cesti jednoliko ubrzati od vg = Ok—én do v = 1001‘—12rl za
vrijeme od t = 4.6s. Pretpostavivsi da je koeficijent trenja p = 0.1
1zracunajte:
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a) Kolika je vu¢na sila motora i koliki je prijedeni put?
b) Kolika je maksimalna snaga koju motor pri tome razvije?
c) Kolika je srednja snaga na cijelome putu?
d) Kolika je trenutna snaga u trecoj sekundi ubrzavanja?

Rjesenje:

a) Motor mora svladati silu trenja i istovremeno ubrzavati auto-
mobil pa je vuéna sila jednaka

F = pmg +ma =m(ug + a)

Kako je ubrzanje

v—wvy 27 77855 — 0%
t 4.6s

m
dobivamo
F =1350kg - (0.1 : 9.81S—H2l +6. 04S—H21) — 0476.6N

Prijedeni put jednak je
1

1 m
— 2__. —_. 2 _
s 2at 5 6.04 & (4.65s) 63.89m

b) Maksimalna snaga jednaka je
Phax = F - Umax = 9476.6 N - 27. 78% = 263.24kW

c¢) Da bismo izra¢unali srednju snagu, moramo izracunati ukupni
rad za vrijeme t. Kako se automobil gibao u horizontalnoj ravnini, nije
mu se mijenjala potencijalna energija, nego samo kineticka energija
gibanja pa je ukupni rad jednak zbroju kineticke energije automobila
i utrosene energije zbog trenja. Rad sile trenja jednak je

= —
Wy = Fy- s = Fy-s-cosm=—umgs

— —0.1-1350kg - 9.81S—H21 - 63.89m = —84611J
a kineticke energija

mv?  1350kg - (27.780)°

E. —
k=9 2

= 520.84kJ
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pa je ukupni rad jednak

1
W= §m1)2 + [Wy| = 520.84kJ + 84611 J = 605.45kJ

Srednja snaga jednaka je

W 520.84kW Prax

P=_"_= = 131.62kW =
t 4.68 316

d) U trecoj sekundi gibanja brzina iznosi
v=at =6.04— -3s = 18.12-
S S
pa je snaga jednaka
P = Fu=9476.6N - 18. 12— = 171.68kW
s

Primjer 4.3.12 S vrha brijega dugog 200 m gurnute su saonice mase
5kg brzinom 2<F. Brzina saonica na dnu brijega je 307 . Visinska
razlika 1zmedu vrha i dna brigega je 100 m. Izracunagte rad koji obavi
gravitacijska sila na saonice koje se spustaju. Izracunajte rad koji
obavt sila tremja na saonice nakon spusStanja niz brijeg, Izracunajte
koeficijent dinamickog trenja izmedu saonica i brijega.

Rjesenje:
Odnos duljine puta i visinske razlike definiraju kut o kao
. h 1
sinae = — ==
s 2

cosa = V1-—sina=

|S

B B s
= = . .
Wy, = /G-dr —/mgsma-dr—/mgsma-ds
A A 0

S

= mgsina-/ds =mgsina - s = mgh
0
m

= Hkg-9.81— - 100m = 4905 J

g2
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Rad sile trenja dobiva se iz odnosa promjene energije i rada

AW = Epp— Eia

Wy + Wy = %mvz—%mvg
1
Wy, = 5771(1)2—1}%)—“/9
1 m\ 2 m\ 2
= 5 Oke [(20—8) = (1?) ] — 4905 ]

= 2240J —4905J = —2665J

Koeficijent trenja izmedu saonica i podloge dobiva se pomocu di-
namicke veze rada trenja

Wy = —mngscosoz:—,umgsT3
—2W,, .
_ Wy _ 2-2665J — 0.3137
mgsv3  5kg-9.81% - 200mv/3

Primjer 4.3.13 Sila F = At djeluje na cesticu mase m ubrzavajuéi
je od mirovanja. Koliki je rad te sile nakon vremena t?

Rjesenje:
Koristeti definiciju rada

S

t
W—/Fds—/det
0

0

Brzina je iz II. Newtonova zakona jednaka

F = At:m@

dt
dv = étah‘//
m

t

/dv = é/tdt
m

0 0

At?
2m
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pa je

2m 8m

t t t
2 2 244
W:/det:/At'A_tdt:A_/gdt:A_t
2m
0 0 0

s obzirom da je djelovanje sile utroseno na promjenu brzine

W=h=="=3

mv?:  m <At2>2 B A%t

2m 8m

Primjer 4.3.14 Vrijednost vektora poloZaja materijalne tocke iznosi
T = (z + 7 + k‘) m. Pod djelovanjem sile F' = (51 | N mater-
ijalna tocka pocinge se gibati © u nekom trenutku njen vektor poloZaja
—

i2n0si T 9 = (67 + 67 +6 k) m. Koliki je rad izvrsila sila pri pom-
icanju materijalne tocke?

Rjesenje:

Rad koji je izvrsila sila iznosi

W = F-AT =F - (Fa—T71)
— - =
- (51) N. (52 57 +5k) m=25]

Napomena: Da bi se tijelo naslo u polozaju 75 tijelo mora imati

neku pocetnu brzinu (i)/ili moraju postojati komponente sile u drugim
smjerovima koje nismo razmatrali.

Primjer 4.3.15 Matematicko njihalo, duljine niti [ = 40 cm ¢ mase
m = 0.5 kg, ima otklon ¢, = 50°. Primjenom zakona odrzanja
mehanicke energije izracunajte brzinu tijela kada prolazi kroz ravnoteini
polozaj? Kolika je ukupna energija tog njihala?

Rjesenje:
Zakon odrzanja mehanicke energije glasi

Ey + E, = Ey, = konst.

Neka je ravnotezni polozaj referentna razina potencijalne energije defini-
rana za najnizu tocku putanje A.
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Tada vrijedi (slika 4.21.) da je Ef' = 0, wymw

odnosno

77

Euk: = EukA = Laukp = /7B
_ _ | -
Eu, = EkA + EPA - EkB + EPB ___‘L:"(_"EP: 0
Euy, = Ep,=mgl-(1—cospy)=0.71] Slika 4.21.
1
Eup = By, =gm- vh

odakle se za brzinu u to¢ki A dobiva

2E .k

vy = = /291 (1 — cospg) = 1.67%l

Primjer 4.3.16 Automobil mase m = 1250kg na vodoravnoj cesti
razvija brzinu vy = 721‘—;;“ 1 zatim nastavlja voznju iskljucenim mo-
torom. Nakon koliko vremena t' mu se brzina smangjuje na v =
ako je otpor gibanju proporcionalan kvadratu brzine (konstanta pro-

porcionalnostt k = 1.25k—n§). Izracunagte rad sila otpora za to vrijeme.

Rjesenje:
Sila otpora je proporcionalna kvadratu brzine

d
F=—kv®> =ma= md—lt)

Ovisnost brzine o vremenu dobivamo iz

dv dv k
— = —k? — = ——dt
o v 2 m //
vd 1 t
v m (1 1 muvg
= = 2t = t=" (=) = v(t) = —2—
v? m/ k(v v0> vlt) m + kvot
V0 0
Iz uvjeta da je brzina v (t) = % u trenutku ' dobivamo
1250k
syl Mmoo 1200ks

2~ m+ kvl T hw 125k g0m



4.3. PRIMJERI 197

Rad sila otpora do trenutka ¢’ jednak je
S(t/) t t

Wo () = /Fot-d?—/—lmﬂ-vdt——k/v3dt
0

0 0

tl mog \° : m3v3
- —k/ <7> dt:—k/iogdt
) Am + kvot ) (m + kvot)

t/

1 3
2 kU() (m + k’Uot)

2 2
ik [<_lv—02> _ <_1v_02>}
2k (m + kvot') 2km

m3k [ v3 v3 m3k 3} 3
— = - = ——mu
2 |4km2  km? 2\ 4km? g

3 m\ 2
- —§-1250kg-(20:> — 187500

Taj se rad moze izrac¢unati i iz ¢injenice da je jednak promjeni kineticke
energije automobila

1 2 1 3
Wy = AEy = By, —Ey, = =m (@) — S = —Zmu = —187500]
2 2 2 8
Primjer 4.3.17 Viseti luster mase m = 6 kg otkloni se za kut o = 45°
1 pusti. Kolika je maksimalna sila kojom luster opterecuje plafon?

Rjesenje:
Ukupna sila jednaka je zbroju komponente tezine i centrifugalne
sile i u polozaju odredenom kutom 5 < « iznosi

Fy = Gn+Fy
2
= mgcosﬁ—i—ﬂ
m - 2gl - (cos B — cos a)

l

= mgcosf+
= mg- (3cosf — 2cosa)

gdje brzinu v dobivamo iz zakona o¢uvanja energije

mgh = %mvz = v = /2gh = \/2gl (cos § — cos )
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koja ima maksimalnu vrijednost za kut § = 0. Maksimalna sila kojom
luster opteretuje plafon bit ée u ravnoteznom polozaju (najniza tocka
gibanja gdje je najveta komponenta tezine i najveta brzina, odnosno
centrifugalna sila)

Foax = mg-(3cosf —2cosa)
mg - (3cos0 — 2cos4b)

3
- 6kg-9.81s—H2l (3— %) — 93.34N

Primjer 4.3.18 Covjek je udaljen D = 10m od vertikalnog zida i
gada ga teniskom lopticom mase m = 50g pocetnom brzinom vy =
152, Izabere li kut izbacaja ag pri kojem ¢e pogoditi zid na najvisem
mogutem myjestu, koliki je taj kut, visina h gdje ¢e loptica pogoditi i
vrijeme t' kad ¢e pogoditi zid. Kolika ¢e pri tome biti kineticka en-
ergija Fy loptice u trenutku udara o zid 1 maksimalna visina H koju
ce dosegnuti loptica.

y A
PP ians A A
= ’/"
Vo
l"'
H h
'l
'l
(PO
) 4 ) A
xmax x
D
Slika 4.22.
Rjesenje:

Postavimo li koordinatni sustav tako da loptica polijece iz ishodista,
a os x postavimo horizontalno, opis gibanja u parametarskom obliku
glasi:
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() = 0

z(t) = const. = vy, = vgcos«
xz(t) = wptcosa

gty = —g

y(t) = —gt+wvoy=—gt+vpsinw
y(t) = —%th + vptsin

Eliminacijom parametra ¢ dolazimo do putanje tijela u eksplicit-
nom obliku koja je parabola s otvorom prema dolje

y(z) = ( L) 22 + (tana)

202 cos?
u ovoj funkciji je jo§ moguée mijenjati kut izbacaja a pa jednadzbu

mogu pisati i u ovisnosti o kutu a.

y (@) = ( L) 2% + (tana) z

21)3 cos? o

Iz uvjeta da visina na kojoj loptica pogada zid bude maksimalna

% e =0, tj. y maksimalna kada je z = D, dobiva se
d D? d 1 d
ay — {_9 = ( . ) +D—(tanoz)]
dof o, 205 da \ cos® a do a=ao
D?sin o D
- _92 3 >+ 7~ =0
vgcos®ag  cos® g
odnosno
D 2
1—9—2tana0 = O:tanagzﬂ
v gD
2 1502)2
oo = arctan 20 _ arctan # = 66.43°

9.81% -10m
Maksimalnu visinu A dobit ¢emo iz vrijednosti funkcije y za kut ag
kada je x = D

g 2
Y — D=h
y(a0) ( 2@800s20z0> + (tan o)
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No, kako je
2
v
t = X
an g )
1 1 ¢*D?
2 _ — =
COSMT T an a0 142 vg + g2D?
imamo
203 g2D? gD 208g '

Buduéi da je

U = U+ Uy = (vocosap) g (vo sin cig — gt') 7
, , D 10m
xr = D=yt cosag =1 = = =1.67s

vocosap 1577 - cos66.43

slijedi
L m o 2
B, = 3Mmv :E(Uz—i-v)
- %( v3 cos® ag + v sin g — 2gvot’ smao+g2t’2)
m —s + 2k
= — (v in o —_—
2 Uo cos 0+ g° vg cos? o
212,41 2712
m 9°D* vy + g°D
= 3 <v — 2gD tan ag + " 22 )
_ m U 2 U0+g2D2 _m g2D2
2 v+ vg 2 vg
2 2
0.05k 9.81%)7 (10m
B, - 000ke | (0813) WOm)7 | o7y
2 (1543
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Maksimalna visina dobije se iz uvjeta % =0,uz a=aq

dy d g 2
A I t .
dx dx [( 203 cos? oz0> v tanao e R
_ g 9 _
= |—s5—=5— 2z +tang =0
2v§ cos® o R
tanag = -
v cos? o
2; 152)° . 5in 66.43 - cos 66.43
Ty = Vg S (g COS &y _ ( s) - — 0.84m

pa se iz uvjeta H = y (Zmax) dobiva

2

2 . 2 .
Vg SN (g COS Vg SIN (g COS
H = - 292 0 + tan ag—2————
2v cos® ag g g
2 2 2 in2 22
visin®ag  v§sin®ag  v§sin ag
= -2 + 2 = = =9.67m
29 g 29

Uoc¢imo da smo za H ponovo dobili izraz maksimalne visine za kosi
hitac, te da je zmax < D 1 h < H.

Primjer 4.3.19 Na zaustavljenom Zeljeznickom vagonu, mase my =
8000kg, nalazi se raketna rampa s koje rakete polijetu brzinom vy =
1k—;n. Istovremeno se lansiraju dvije rakete, svaka mase mo = 80kg, u
horizontalnom pravcu koji se poklapa s pravcem tracénica. Za koliko se
vagon pomjeri, ako je koeficijent trenja pri gibanju vagona p = 0.067

Rjesenje:

Prilikom lansiranja raketa, po zakonu o o¢uvanju koli¢ine gibanja,
vagon dobiva pocetnu brzinu v; suprotnoga smjera, od smjera gibanja
raketa, iznosa

vrmy = 2m2v2
_ 2mouy  2-80kg-1000-F  m
LT T T T 8000k s

Sada na vagon djeluje samo sila trenja i usporava ga. Sila trenja
jednaka je

Fip = pR = pG = pmg
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jer je vagon na horizontalnim tra¢nicama. Zbog toga vagon usporava
m m
ma = pmg = a = pg = 0.06 - 9.81—= = 0.59—
s s

Dakle, radi se o jednoliko usporenom gibanju sa po¢etnom brzinom.
Prijedeni put iznosi

2 m)2
Y1 (20_)
— A T/ 33979
" T2 T 20598 o

Primjer 4.3.20 Covjek sko¢i u bazen sa daske koja se nalazi 3.25m
1znad povrsine vode. Pomocu zakona otuvanja energije izracunagte brz-
1w covjeka meposredno prije ulaska u vodu ako skoci prema dolje brzi-
nom 2.5, odnosno prema gore istom brzinom? Uporedite dobivene
rezultate.

Rjesenje:
Ako covjek skoci prema dolje, to je hitac nanize. Koriste¢i zakon
oCuvanja energije za konacnu brzinu se dobiva

Ey = FE;
Ek,2+Ep72 = Ek,1+Ep71

Ako se povrgina vode uzme za referentnu razinu potencijalne energije
Ey, 2 = mgho = 0, tada je

%mv%—l—() = %mv%jtmghl
vs = v+ 29
vy = \/v%+2gh1:\/(2.5—?)2+2-9.81S—I2-3.25m
= 8.37—
S

Ako sko¢i u vis istom pocetnom brzinom, ukupna pocetna energija
je jednaka, pa je i brzina jednaka v}, = 8. 37+, Zakljucuje se da je
brzina jednaka u oba slu¢aja. Ako bi ¢ovjek skoc¢io u horizontalnom
smjeru (ili pod nekim kutom) iznos brzine pri povrsini vode bi opet bio
jednak, samo bi kut pod kojim ¢ovjek ulazi u vodu bio razlicit (ulazak
u vodu ne bi bio okomit kao u ova dva slucaja).
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Primjer 4.3.21 DuZ glatke Zice koja je savijena u kruznicu polumjera
r = 1.5m ¢ lez u horizontalnoj ravnini, pomice se materijalna tocka
M pod djelovanjem konstanine sile F = 150N, koja je uwvijek u smjeru
tangente na krug. Izracunajte rad koji ova sila izvrsi pri premjestanju
materijalne tocke M iz poloZaja A (¢ = 0) do polozaja B (go = %)

Rjesenje:
Elementarni rad W sile F na diferencijalnom elementu duljine
puta ds jednak je

W:fﬁd?

N
Kako su F i d§ uvijek u istom smjeru (i leZe na pravcu tangente na
kruznicu) dobivamo

s x
2 2

B B
F
W = /FdS:F/dS:F/TdQOZTF/dgp:¥
A 0

A 0
- 150N';'5m'” — 112.57J = 353.43J

Primjer 4.3.22 Tijelo klize brzinom 4.57% po horizontalnoj podlozi.
U tocki P tijelo naide na hrapavu povrsinu. Na hrapavoj povrsini ko-
eficijent trenja se mijenja linearno, tako da u tocki Pima vrijednost
0.1, a u totki udaljenoj 12.5m od tocke P koeficijent ima vrjednost
0.6. Koliku udaljenost ce tijelo prijeci po hrapavom dijelu podloge do
zaustavljanja.

Rjesenje:
Sila trenja koja djeluje na tijelo na horizontalnoj podlozi jednaka
je

Fy () = —p(z) mg
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gdje treba iz pocetnih uvjeta pronaéi koeficijente linearne ovisnosti
trenja o polozaju. U pocetnom polozaju je
w(0) = 0.1
wlx) = kr+l=kxr+0.1
©w(125m) = k-125m+0.1=0.6

k-12.5m 0.5
0.5 .
w(z) = (O.O4m_1) -z +0.1

Konaé¢na brzina tijela jednaka je nuli. Iz poucka o radu i kinetickoj
energiji slijedi

AW = Wy =AE, =Ep2— Ej1

X X 1
Wi = [Brdo= [~ p(@)mg-do=0- 3md
0 0

Uvrstavajuéi funkciju koeficijenta trenja slijedi

T

1
§mvg = mg/u(x)dx
0
2 K 7
12)—; = /,u (z) dx = / [(0.04m™") -z +0.1] da
0 0

xT

2
- [(0.O4m_1) S +01- x]

0
= (0.02m™)-2?+0.1 2

Dobila se kvadratna jednadzba ¢ija rjesenja x daju prijedeni put do
zaustavljanja

02
0= (0.02m™ ) -2 +0.1-2— (2
(0.02m™") - 2® + x (29

§to uz vriijednost

@} (4.52)°

- — 1.0321
29 2.9s1n UM
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daje
0 = (0.02m ") 2> +0.1-2—1.0321m
—-0.1+ \/(0.1)2 —4-(0.02m=1) - (—=1.0321m)
L= 2-0.02m !
~ —0.140.30425
B 0.04m~!
—0.1+0.304 25
T = 0.04m1 =5.1063m ~ 5.11m
—0.1-0.3042
Ty = 0 0 ?10 > = —10.106 m - nema fizikalni smisao
0.04m™1!

Primjer 4.3.23 Tijelo mase m giba se po krugu polumjera R, tako
da mu normalno ubrzanje ovisi o vremenu, po zakonu a, = kt?, gdje
je k - konstanta.

a) Odredite ukupnu silu koja djeluje na ovo tijelo u funkciji vremena.
b) Kolika je snaga potrebna za ovakvo gibanje tijela?

c) Kolika je srednja vrijednost ove snage tijekom vremenskog intervala
t od pocetka gibanja?

Rjesenje:

a) Prema pretpostavci zadatka vrijedi

2

an:th:% - v:@:\/@-t
Tangencijalno ubrzanje je po definiciji
w=" = ViR
a sila
F =ma=my/a2 + af = mVk** + kR
b) Prema definiciji snaga je jednaka skalarnom umnogku sile i brzine

P=F 0 =m(Tn+T) T =maw=mVERVERt = mkRt

— —
v

jerje @, L ¥, paje d,-v =0.
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c) Srednja snaga jednaka je

— Po + P mk‘R
P= = ot
2 2

Primjer 4.3.24 Kineticka energija tijela koje se giba po krugu polum-
jera R owvisi o prijedenom putu s po zakonu E) = ks?, gdje je k -
konstanta. Odredi ovisnost sile koja djeluje na ovo tijelo od prijedenog
puta.

Rjesenje:
1z jednadzbe

Ej, = ks®> = =mw
dobivamo

o 2ks? [2k
VT = = UV =14\/—S
m m

Prema II. Newtonovu zakonu slijedi

F =ma=m/a? + a?

gdje je
o = U_2_2];f2_2k52
" R R
dv

a = dvds_dv.
T At dsdt ds V V

Sada je sila jednaka
2ks?\* (2ks\® _ 2k
Py (22) 1 (23) Z 2
mR m R

Primjer 4.3.25 Mehanicki stroj vrsi rad koji se u vremenu mijenja
po zakonu

W =AY/ Bt2 —C

gdje je A = 104—1;1, B = 3m3s i C = 5m?®s3. Kolika je trenutna
vrijednost snage koju razvija mehanicki stroj u 5. sekundi vremena od
pocetka vrienja rada?
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Rjesenje:
Prema definiciji, trenutna snaga P jednaka je prvoj derivaciji rada
po vremenu, odnosno

aw VB2 - C
P(t)=— = (A\/Btz )_——ABtiC_Bt2

pa je u petoj sekundi

3 3 2 343

92 N 3m3s-(5s)° —5m3s

P(5s) = —=-10*—=-3m?®s-5s- — = 5887.6 W
3 S 5m3s3 —3m3s- (5s)

Primjer 4.3.26 Tijel&mase m = 5kg pocne se gibati pod djelovanjem
sile opisane zakonom F (t) = At + Bt25 J, gdje su A = 3ﬂ i B =
10— konstante. Kolika je sila, komponente ubrzanja i brzina te snaga
koyu razvije ova sila nakon nekog vremena t' = 2s od pocetka gibanja?

Rjesenje:
Kako je sila
= - - — 9=
F(t) = mazi +mayj =Ati +Bt"j
F(t) = AT +Bt*5
N N
= 3;-2s7+10§ (28)27] = (67+407) N

to su komponente ubrzanja

A A, 3% m
a;(t) = —t = a;(t') = —i'= Sls 2s = 1.2—

B B 105—1\2I 9 m
Qy (t) = %152 — Qy (t/) = %tQ = 5kg . (2 S) = ?
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$to nakon uvr§tavanja vremena t’' daje

w(t) - jadt—éﬁ—3ﬁ<28>2_12£
* B U m 2 bkg 2 s
0

t/

Bt® 10

N _bt — m
vy (t') = /aydt =—3 ke 3 5.33 .
0

%]z
ey
[\»}
wn
N—
w

pa je snaga jednaka

Pty = F() -7 ()
- h%@7+m%@?]gﬂo7+%@7)
= mlag (t) - vz (1) + ay (t) - vy (2)]

A At* B, Bt
m m 2 m m 3
A% B%P

= m[m W]

_ 3A2+2B2t2.t3
6m

odnosno u trenutku ¢

342 +2B2 (t)?

pl) = Sy
~3(3Y)7 +2(108)% (25)° B
- G Tk -(28)® = 220.53 W
ili
P{) = mag (t')-ve (') +may () - vy (')

= m-[ag (V) ve (V') +ay () vy (V)]
— 5kg- [1.252l L2 48 5.339] — 990.53 W
S S S S

Primjer 4.3.27 Jedrilica mase m = 1500kg giba se pod djelovanjem
vjetra konstantne brzine, tako da je ovisnost prijedenog puta jedrilice
opisan zakonom s = (5t2 + 2t + 5) m. Koliki rad izvrdi vjetar pri
pokretanju jedrilice tijekom prve 4s? Koliku snagu razvija vjetar u
tom trenutku?
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Rjesenje:
Rad vjetra jednak je

1

WD) = AB=Ee(t)— B (0) = gma? (1) — 5me? (0)
= E [’1)2 (t) — 2 (0)]
gdje je brzina
v(t) = dzgt) = % (5242t +5) = (10t +2) —
v() = 42—, v(0)=2=

Koristeci izraz za brzinu, dobivamo izraz za rad u prvih ¢ sekundi
W (t)==m [vz (t) — Ug]
§to je za prve Cetiri sekunde iznosi
1 my 2 my 2
W(4) = = 1500kg- (42—) - (2—)
(4) 2 & [ S S
= 1320000J =1.32MJ

Trenutna snaga vjetra je

P(t) = F(t)-v(t)=mal(t) v(t)
— 10m- (10t + 2) = (100mt + 20m) W
P4) = ma(4) v(4)=1500kg- 1()S—H2l : (42%)
— 630000W = 630 kW

dv(t) d m
t) = =— (10t 4+ 2) = 10—
o) == =z 10+ =105

Primjer 4.3.28 Duije kugle jednake mase gibaju se duZ pravca u is-
tom smjeru brzinama vy = 1042 i vy = 573. Kolika je brzina kugli
nakon savrieno neelasticnog sudara, poslije kojeg se kugle slijepljene
gibaju zajedno?
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Rjesenje:
Kugle su jednakih masa, m = mj = me, pa prema zakonu o¢uvanja
koli¢ine gibanja vrijedi

n

_)
E m;v; = konst.
i=1

— — —
miv1+movg = (m1+m2) v

kako se ova dva tijela gibaju po istom pracu i u istom smjeru imamo

mivy +movy = (mg + ma) v
S = Mmavitmevy  m (v1+v2) o1 tw
mi + meo 2m 2
_ 105 + 5 _ o
2 s

Primjer 4.3.29 Cestica mase mi koja miruje, sudari se elastitno sa
cesticom mase mo. Pri tome se Cestice elasticno odbiju i to simetriéno
na upadni pravac gibanja cestice mase ma. QOdredite odnos %‘f ako
poslije sudara kut izmedu gibanja Cestica iznosi o = 60°.

Rjesenje:

Postavimo pravokutni ko-
ordinatni sustav tako da se
pozitivni smjer osi x pok-
lapa sa upadnim smjerom m,
Cestice mase my. Primjenju- O
juéi zakon oc¢uvanja koli¢ine
gibanja na pojedine koordi-
natne osi imamo:

o a Slika 4.23.
MoV = M1V] COS 5 -+ Mo COS )

.« .«
0 = m2U281n§—mlvls1n§

odakle je

mivy = Mmav2

«@
v = 2v9coS 3
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Primjenom zakona o¢uvanja kineticke energije dobivamo

(Ek)poé = (Ek)kOTL
1 1 1
§m21)2 = §m1v% + §m2v§
2 a9 2
v = m2U1 + (%
2
2= (M) = (2241)
meo \ M1 my
2
m2 _ <£> —1:4(:052%—1:4005230—1
mq (%) 2

Primjer 4.3.30 Tijelo mase mp = 1kg gibajuci se jednoliko po pravcu
brzinom vy = 553 sustigne drugo tijelo mase ma = 2kg koje se giba
brzinom vy = 44, Tijela se centralno neelasticno sudare i nakon
sudara gibaju zajedno. Odredite brzinu gibanja tijela nakon sudara.
Kolika bi bila brzina gibanja tijela nakon neelasticnog sudara da su se
ona gibala u suprotnim smjerovima?

Rjesenje:
Tijela se gibaju u istom smjeru po istom pravcu, pa vrijedi po
zakonu oc¢uvanja koli¢ine gibanja

n

_)
E m;v; = konst.
i=1

— — —
miv1+movoe = (m1+m2) v

odnosno

miv1 + movo (m1 + ma) v

U, B m1v1+m2v2
mi + ms
1kg-5%+2kg-4%:13kg—?:43£
1kg + 2kg 3kg s
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Da su se gibala jedno nasuprot drugom

mivy —maovy = (mq+ma)v
o = mMiv1 — M3
mi + Mo
B 1kg-5—?—2kg-4—?_—3kg%__lg
1kg +2kg 3kg S

odnosno gibala bi se brzinom od 1+ u smjeru gibanja drugog tijela.
Primjer 4.3.31 Kugla mase m; = m giba se brzinom ¥ = v
horizontalnoj podlozi bez trenja i udari u mirnu kuglu mase mo =

Sudar je centralni i elasticni. Odredite brzine kugli nakon sudara?
Trenje zanemarite.

po
m
7.
a s

Rjesenje:
Za centralno elasti¢ni sudar vrijedi

(m1 — mg) ?1 + QmQ?Q

—>/
Ul =
mi + mso
m\ =7 m m m
(m-%)vi+2%.02 B . 1
= — =ggV1=301
mt g 2
— —
= (mg —my) Ve +2my v’y
L=
mi1 + mso
R
(%—m)-()—‘?+2mvl_277171_47
— o =5 =501
m+ 53

Primjer 4.3.32 Molekula kisika Oz brzine vo, = 250% sudari se cen-
tralno i elastitno s molekulom COz kojoj je brzina vco, = 11047,
Odredite brzine molekula nakon sudara, ako se one sudaraju prilikom
gibanja u istom smjeru, odnosno u suprotnome smjeru. Uzeti u obzir

. mo, 32
da je oo, = a1
Rjesenje:

Odnos masa jednak je mo, = %mcoz- Ozna¢imo mase sa mj =
mo,, & mco, = Mg, a U1 = Vo,, te v = vco,. Ako se molekule
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sudaraju prilikom gibanja u istom smjeru imamo

— — — —
= (m1 —ma) V1 +2ma 0’2 (Mo, —mco,) U1+ 2mco, V2
"= —
m1 + mso Moy, + Mco,
3
—31MCo, * 250—][;1 +2-mco, - 110—][;1
8
11MC0o, +MCco,

—130 4+ 220 m

m
= g =87.89—

11

— — — —
, (ma —m1) Vo +2m1 vt (mco, —mo,) Ve +2mp, U1
L= —
my + msy mo, + Mco,

<)

Zmeo, - 1102 + 18 - meo, - 2502

%mcog + mco,
330 4 4000 4000
= T = = 227. 89—
11
ako se sudaraju prilikom gibanja u razli¢itim smjerovima

— — — —
= (m1 —m2) V1 —2ma 02 (Mo, —mco,) V1 — 2mco, U2
"= —
my1 + ma Moy, + Mco,

—2mco, - 2502 —2-mco, - 1102

8
1TMC0o,; +MCco,

_@ — 220 m
= T o= —166. 84—
Il
— — — —
= (ma —m1) Va2 —2m1 01 (mco, —mo,) Ve —2mp, U1
— =
m1 + mso mo, + Mco,
3
_ {1mco, - 110 “Mmeo, - 25077
= B
ﬁmCOz + Mco,
330 _ 4000
=5 — == m m
= %_ = _-193.16—
S S

11
Primjer 4.3.33 Slobodnu kuglicu mase my, koja miruje pogodi kuglica
mase mg # my brzinom v = 10-%. Poslije idealno elasticnog sudara
kuglice se rasprse i to tako da druga kuglica promijeni svoj pravac
gibanja za 90°, a iznos brzinu joj se smanji za polovinu. QOdredite
pravac gibanja prve kuglice © brzinu poslije sudara.

Rjesenje:
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Postavimo ishodiste ko- y
ordinatnog sustava u tocki
polozaja prve kuglice prije
sudara, a os x postavimo

tako da se druga kuglica

prije sudara giba u pozi-

tivnom smjeru osi z.
Pretpostavimo da se druga

kuglica odbila u negativnom 2
. . —-

smjeru osi y. Neka se prva \Z

kuglica odbije pod kutom « Slika 4.24.

u odnosu na pozitivni smjer
osi z. Tada po zakonu ocuvanja koli¢ine gibanja imamo
— — —
MmooV = Mmiv1+mova
- - - -
mov 1t = M (UM 1+ vy ) ) — Mav3 J

- -
= (mlvlz) (3 —|—(m1v1y—m2v2) ]

Dva su vektora jednaka ako su im jednake komponente,

mav = MiVig
0 = mlvly — MoV
odakle uz
Vig = V1COS
vy = v1sina
dobivamo
mov = 1M1V1 COS&
Moly = Mmqv]sino

Zamjenom vrijednosti vo = 3 i dijeljenjem jednadzbi slijedi

mov M1V1 COS

mMov2 miv1 Sin o

= cota=—= cota =2

o wie| e

= arccot 2 = 0.46365rad = 26.56°
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Obzirom da je sudar elastican mozemo iskoristiti zakon oc¢uvanja
mehanicke
energije na sudar

D — @
1 1 1
2 2 2
—Mov" = =Mm1v] + =Mmav
2 9 LT glen2
2 2 2
m2 (’U - ’U2) == ml’Ul
3
—m2v2 = mlv%
4
1 uz izraz
mov
moU = M1V COSx =—=> M =
V1 COS (¢
dobivamo
3 9 maU o MV -1
—-maov* = v = ————
4 V1 COS (¢ CoS &
3 3 m m
v7 = =-vcosa=—-10— -cos26.56° = 6.71—
4 4 S S

Primjer 4.3.34 Sa povrsine Zemlje izbaceno je tijelo pod kutom «
prema horizontu pocetnom brzinom vg. Izrazite tangencijalnu i nor-
malnu komponentu ubrzanja kao funkciju visine hica h, ako je maksi-
malna visina hymax. Trenje zanemariti.

Rjesenje:

U svakoj tocki putanje ukupno ubrzanje tijela jednako je @ = g,
jer na tijelo djeluje samo ubrzanje sile Zemljine teze. Tangencijalna i
normalna komponenta ubrzanja su

an = g§COS®
ag = gsingp

gdje je kut ¢, kut koji brzina zatvara sa horizontalom u promatranoj
tocki kosog hica na visini h.

Primjenjujuéi zakon o¢uvanja energije dobivamo (uz pretpostavku
da je u pocetnoj tocki izbacivanja tijela potencijalna energija jednaka
nuli)

1 1
Emvg = Emvz +mgh
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odakle se dobiva

vi = v +2gh

v = \/vE—2gh

Tijekom gibanja horizontalna komponenta brzine ostaje konstantna i
iznosi

Uy = Vgg = UpCOSq, no, istovremeno vrijedi da je v, = vcosy =
Yoz = Vg cos a, odakle dobivamo

Vo Vo
COS (P = — COS (X = ——=—=—=COS

v vg — 2gh

pa slijedi
an = gcoscp:&cosa
" vg — 2gh
2
ag = gsingp=gy/1—cos?2p=g,|[1— +cosoz
VUg — 2gh

_ 1_1)3005204:g\/v%—Qgh—vchSZOz
2
vy — 2gh
2

vg — 2gh
B vg sin® o — 2gh
-9 v3 — 2gh

Pocetna brzina vy povezana je sa maksimalnom visinom preko
relacije

U% sin? o

29

hmax =

pa je

hmax

an = gcosay|—————5—
hmax — hsin? a

4 = gsinoy|—lmax =R
¢ Ponax — hsin? a
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Primjer 4.3.35 Automobil mase 1200 kg i brzine 54k—fln giba se prema
raskrizju gdje se sudara sa dostavnim kamionom mase 4000 kg i brzine
361‘—111n koji nailazi u okomitom smjeru w odnosu na gibanje automobila.
Nakon surada deformirana vozila se gibaju zajedno i zaustave se na
udaljenosti od 16 m od poloZaja sudara. Odredite iznos i smjer brzine te
ubrzange koje imaju vozila nakon sudara uz pretpostavku da je gibanje
jednoliko usporeno.

Rjesenje:
Iz zakona oc¢uvanja koli¢ine gibanja slijedi

T 1 MgV, = (Mg + mg) vsina

y o —myup = (Mg +my) (—v) cos o
dijeljenjem jednadzbi po z i y komponentama slijedi

Mg (mgq +my) vsin a
= = tana
—M U (mg +myg) (—v) cos o

B + MaVa ) ‘ 1200 kg - 1573
a = arctan o = arctan 1000kg - 102

= arctan (2—%> = 0.42285rad = 24.23°

Iznos brzine se dobiva uvrsavajuci dobvenu vrijednost kuta u jednu od
jednadzbi po komponentama (npr. x)

My = (Mg + mg)vsina
B MaVq B 1200 kg - 153
YT (e +my)sina  (1200kg + 4000 kg) - sin 24.23°
— s.u=
S

Ubrzanje automobila nakon sudara dobiva se iz uvjeta da je konacna
brzina jednaka nuli (automobili su se zaustavili)

0 = v+ 2as
v2 = —2as
2 8. 44m)?
o = P BMY) ) m

25 2-16m 2
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Primjer 4.3.36 Macka mase 2kg skace brzinom 10+ na ljuljacku
mase 5kg. Odredite visinu na koju ¢e se macka zaedno sa ljuljackom

popeti ako vektor brzine macke i horizontalna ravnina zatvaraju kut od
45°.

Rjesenje:
Koristeti zakon oc¢uvanje koli¢ine gibanja za x komponentu slijedi
x : mvcosa=(m-+ M)
p mv 2kg - 105 o m
= = —=-.cos45° =2.02—
m+]Mcosc)z ks T bke coS -

1z zakona o¢uvanja energije dolazi se do visine koju ¢e dosegnuti macka
zajedno sa ljuljackom

1
§(m+M)v’2 = (m+M)gh

o2 (2.0212)°

h = — =
29 2-9.81%

= 0.208 m

Primjer 4.3.37 Pravokutni jednostrani klin (slika 4.25.) mase M =
10kg lezi na horizontalnoj, potpuno glatkoj podlozi. Kuglica mase m =
10g giba se horizontalno i udari v kosu stranu klina i odskoci vertikalno
u vis. Na koju ce visinu odskociti kuglica ako je sudar sa klinom bio
savrdeno elastican i ako brzina klina poslije sudara iznosi vy = 257,
Trenje zanemarite.

Slika 4.25.
Rjesenje:
Visina h koju ¢e doseci kuglica ovisi o pocetnoj brzini odbijanja
kuglice v; i iznosi

2
_4a

h =
29
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Neka je upadna brzina kuglice vg. Kako je brzina odbijanja kuglice
od klina v; vertikalna, to ¢e zakon odrzanja koli¢ine gibanja za hori-
zontalnu komponentu dati

M
mug = My, = vg = —vy,
m

Zakon oCuvanja energije daje

1 1 1
vag = §M’U]%+§7TLU%
mv% = MU,? + mo?
M?
— = Mv? 2/,
M5 Uk vi +mui/:m
M (M
2 2
= —(—-1
U1 m <m )Uk
odakle je
2 M M
oo B (M
2g  2gm m
10kg 10kg m 2
= : ~1) - (0.02=)" = 20.37
2-9.813 - 0.01kg (0.01 kg > s "
Primjer 4.3.38 Drveni klin mase ma = 20kg zabija se vertikalno

u tlo uzastopnim udarcima Cekica mase my = 10kg. Sa koje visine
H cekic slobodno pada na gornju stranu klina, ako klin ulazi u tlo
pod svakim udarcem cekica za h = 2cm, a srednja sila otpora koja se
suprotstavlja prodiranju klina u tlo iznosi F,y = 2500 N. Pretpostavimo
da je sila otpora konstantna ¢ da je sudar savrieno neelastican.

Rjesenje:

Buduéi da je sudar savrseno neelasti¢an, ¢eki¢ ne odskace od klina,
tj. dalje se gibaju istom brzinom. Uslijed pada sa visine H ¢eki¢ dobiva
brzinu u trenutku udara u klin v; = v/2¢gH. Klin ima pocetnu brzinu
v9 jednaku nuli. Neka u trenutku poslije sudara ¢eki¢ i klin dobivaju
brzinu v/. Primjenom zakona odrzanja koli¢ine gibanja imamo

ml-vl—l—mz-vg:(ml—i-mg)-v’
odakle slijedi
L S my-\2-g-H

mi + My mi + mso
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Pretpostavimo da je vrijeme sudara veoma kratko, te da prije pocetka
prodiranja klina u tlo, klin i ¢eki¢ dobivaju zajednicku brzinu v'. Po-
mocu zakona odrzanja mehanicke energije dobivamo

1 2

§(m1+m2)- (v') —i—(ml—i-mg)-g-h:WOt:FOt-h

gdje je Fyo - h rad sile otpora. Dakle,

m1+m2. m%-QgH

Foo-h = +(m1+ma)-g-h
t 9 (ml +m2)2 ( )
Fy — :
my-g
2500N — (10kg +20kg) - 9.815
- ( c 8)- 9813 | (10kg + 20ke) - 0.02m
(10kg)”-9.813
~ 1.35m

Primjer 4.3.39 Homogeno tijelo oblika kocke (slika 4.26.) potrebno
je pomicati po horizontalnoj ravnini. Odredite odnos izvrsenih radova,
ako tu kocku vucemo po podlozi ili je prevréemo preko ruba. Ako je
masa kocke m = 50kg, a koeficijent trenja izmedu kocke i podloge
w = 0.4 izracunajte izvrseni rad na udaljenosti s = 5m.

Rjesenje:

Ako kocku povlacimo po podlozi tada se vrsi rad na racun sile
trenja izmedu tijela i podloge. Rad koji se pri tome izvrsi, da bi kocku
pomakli za stranicu a jednak je

Ay = Fy - s = umga

Pri prevrtanju kocke preko
jednog njenog ruba trenje se
moze zanemariti, dok se rad vrsi
na ra¢un podizanja tezista tijela, cm

tj. povetanja njene potencijalne >
energije. Teziste T' pri jednom
prevrtanju moramo podici za

o) Slika 4.26.

h o= =-—

a a
2 2 2

(-

ol 2ol e
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gdje je d— dijagonala kocke (za homogenu kocku teziste se nalazi u
sjecistu prostornih dijagonala). Pri prevrtanu izvrsimo rad

Agzm'g'h:%'m'g'a'(ﬁ—1>

pa je odnos izvrsenih radova pri povlacenju i prevrtanju kocke za
duljinu a

ﬂ o M.m.g.a o 2#
Ay %-m-g-a-(\/ﬁ—l)iﬁ—l
_ 204 4

V2 -1
Izvrgeni radovi se odnose na pomicanje kocke za stranicu a, tj. isto ras-

tojanje. Ako se pomicanje na putu od s = 5m vrsi vuéenjem izvrseni
rad jednak je

A’1:u-m-g-s:O.4-5Okg-9.81s—H21-5m:981N

dok se prevrtanjem izvrsi rad

, Al 98IN
27193 1.93

Napomena: moze postojati mala razlika u izvrsenim radovima od onih
izra¢unatih, ako ukupni prijedeni put s nije vigekratnik stranice kocke
a, i tada moze postojati drugacija ovisnost ovisno o veli¢ini stranice a.
U svakom slucaju je izvrSeni rad prevrtanjem kocke manji u odnosu
na izvrseni rad povlacenjem.

=507.92N

Primjer 4.3.40 Tijekom pomicanja tijela po pravcu intezitet sile ovisi
o putu i opisan je funkcijom F = (As2 +Bs+C’) N gdje je A =
2%, B = 5% 1 C = —15N 1 prijedeni put s izrazen u metrima.
Izracunagte izvrseni rad ako je sila djelovala na udaljenosti od s; = 5m
do s5 = 8m.

Rjesenje:
Izvrseni rad sile definiran je

52
W:/?-d?
s1
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Vektori sile i puta su kolinearni pa vrijedi

S9 S9

W = /FCOSOds—/Fds

+15N:-8m

+15N-5m
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4.4 Zadatci

Problem 4.4.1 Tijelo mase m = 2kg podize se vertikalno navise
silom konstantnog inteziteta F', pri ¢emu do visine h = 1m izvrsi
rad W = 79.62J. Koliko je ubrzanje tijela?

Rezultat: a = 305—“21

Problem 4.4.2 Dizalica podigne tijelo mase m = 4.5 t na visinu h =
8m. Snaga dizalice je P = 8.832kW. Za koje vrijeme dizalica podigne
teret?

Rezultat: t = 5s.

Problem 4.4.3 Izracunajte rad koji je potrebno izvrsiti da bi se ka-
mena kocka, mase m = 500kg, brida a = 0.5m prevrnula oko jednog
svog brida?

Rezultat: W = 5kJ.

Problem 4.4.4 Da bi mogao uzletjeti zrakoplov mase m = 40 t na
kraju piste treba imati brzinu v = 144%. Ako je duzina piste s = 1km
kolika je najmanja snaga motora potrebna za uzlijetanje zrakoplova?
Gibanje zrakoplova smatrajte jednoliko ubrzanim, a koeficijent trenja
1zmedu kotaca zrakoplova @ piste je p;, = 0.2.

Rezultat: P = 4.4192 MW.

Problem 4.4.5 Hidroelektrana ima branu visine h = 70m, u ijem
podnoZju se nalazi hidroturbina iz koje izlazi voda brzinom v = 22+,
Koliki je stupanj korisnog djelovanja ovog hidrosustava?

Rezultat: n = 0.65.

Problem 4.4.6 Mehanicki cekic mase m = 500kg udari u stub koji
se pri tome zabije u tlo dubine d = 1cm. Odredi silu kojom se tlo pri
tome opire, ako pretpostavimo da je sila konstantna i ako je brzina
cekica prije udarca iznosila v = 107 . Masu stuba zanemarite.

Rezultat: F' = 250 N.
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Problem 4.4.7 Tijelo mase m = 30g bacimo sa mosta visokog h =
25m vertikalno nanize, brzinom vg = 8. Tijelo stigne na povrsinu
vode brzinom v = 182 . Odredite rad koji je tijelo izvrsilo svladavajuci
otpor zraka.

Rezultat: W = 6.91J.



